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Den skjeve skar i PISA

PISA-undersekelsen 2022 ble lagt fram for jul.
Den gir et enormt datamateriale som man kan
dukke ned i og underseke. Selv om PISA pi
ingen mate maler alt som er viktig i matema-
tikkfaget, kan den gi utgangspunkt for interes-
sante diskusjoner.

For Norges del er det ubetydelige resultat-
forskjeller mellom gutter og jenter i PISA, men
pkende forskjeller mellom elever med hey og
lav sosiogkonomisk status. Samtidig er norske
elevers stress knyttet til matematikk gkende.
Mange kolleger gjenkjenner dette og uttrykker
bekymring. Gode holdninger til faget og gode
resultater henger sammen med interesse og
trivsel. Matematikkglede og engasjement ma fa
storre plass.

690000 elever har brukt tid pé & delta i PISA,
og mange forskere gjor analyser for & fa fram
interessante resultater. Det er rimelig a stille
sporsmal ved om PISA er verdt pengene og tids-
bruken. Resultatene som kommer fram i media
er ofte avgrenset til en tabell som viser enkelt-
lands prestasjoner, og disse oppslagene har stor
innvirkning pa skolepolitikken. Overskriftene
denne gang handlet mest om nedgang i resul-
tatene etter 2018.

Nedgangen i PISA-skédr kan apenbart delvis
forklares av pandemien. Elevene opplevde
hjemmeundervisning, uforutsigbare ramme-
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vilkar og til dels slitne leerere som provde a fa
til tilpasset opplering for alle.

En annen arsak er kanskje den nye leere-
planen. Den legger vekt pa dybdelering, kjerne-
elementer og programmering og forutsetter
omlegging av praksis. Hvordan fanger PISA opp
at det legges mer vekt pa a bruke ulike repre-
sentasjonsformer i argumentasjon? Og vil inn-
satsen som leerere legge ned for a gi god under-
visning i programmering, naermest umiddelbart
gi uttelling i PISA?

Innfering av en ny lereplan krever energi,
det er tidkrevende og langsiktig. Endringer i
praksis gir ikke alltid umiddelbar mestrings-
folelse, verken for laerere eller elever. Vi gjor
erfaringer og justerer underveis; veien blir til
mens vi gar. Nar innferingen skjer under en
pandemi, kan veien bli ekstra smal og krong-
lete. Kanskje resultatene ikke er svakere enn
man kunne forvente?

Uansett bor neste PISA-undersokelse vise at
matematikkgleden har okt i norske klasserom.
Tangenten vil gjerne — som alltid - ha artikler
som inspirerer til leererik og engasjerende mate-
matikkundervisning.
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Eskeland

Handtrykkproblemet

I denne artikkelen onsker jeg a vise et eksempel
pé hvordan man kan jobbe med kjerneelemen-
tet abstraksjon og generalisering pa 2. trinn.
Abstraksjon handler om hvordan vi kan forma-
lisere elevenes tanker, strategier og matematiske
sprak. Generalisering ser jeg som «Kkjernen» i
algebraisk tenkning. Elevene ma fi utforske og
finne sammenhenger som deretter kan repre-
senteres med tegninger, ord og symboler.
Funksjonstenkning er en del av algebraisk
tenkning og gar ut pa at elevene skal finne sam-
menhengen mellom to variabler som endrer
seg sammen. Et eksempel pa to variabler kan
vere antall hunder som er i en hundebarne-
hage, og antall hundeoyne det da er til sammen
i rommet. Funksjonstenkning er ikke nevnt i
kompetansemalene i leereplanen pé barnetrin-
net. Jeg mener likevel at arbeid med funksjoner
bade kan berike undervisningen og gi elevene en
nedvendig forstaelse for de skal leere om funk-
sjoner pd ungdomstrinnet. Funksjonstenkning
kan knyttes til mange forskjellige aktiviteter i
matematikktimene og er et godt utgangspunkt
for & jobbe med abstraksjon og generalisering.
Nar vi jobber med funksjoner, gnsker vi & finne
sammenhengen mellom den uavhengige (x-ver-
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dien) og den avhengige (y-verdien) variabelen.
Det er noen ganger ogsd et méil 4 komme frem
til en generalisering av funksjonen, enten med
ord eller symboler. Dette kan veere lettere & fa til
ndr elevene setter resultatene inn i en T-tabell.
Vi har jobbet med funksjoner tidligere.
Elevene har jobbet med oppgaver som «A telle
hundegyne» (Amundsen, 2021) og «Trapesbord-
problemet» (Nyhus, 2018). Gjennom disse opp-
gavene innforte jeg begrepet T-tabell. A skrive
opp utregningene sine i en T-tabell kan hjelpe
elevene med «& se pd tvers» og dermed lettere
oppdage sammenhengen mellom de to vari-
ablene (Blanton, 2008). Figur 1 viser et eksempel
pa en T-tabell der elevene har tegnet i tillegg til &
skrive ned tallene de har kommet frem til.
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Figur 1
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Oppgaven

Jeg tok utgangspunkt i denne oppgaveteksten:

- Hvor mange handtrykk blir utvekslet nar
tre elever motes og alle skal handhilse pa
hverandre? Hvordan kom du frem til svaret?

- Hvor mange handtrykk hvis fire handhil-
ser?

- Hvor mange handtrykk hvis fem handhil-
ser?

- Hvor mange handtrykk hvis seks handhil-
ser?

- Hvor mange handtrykk hvis hele trinnet
héndhilser?

- Hvor mange handtrykk hvis alle elevene pa
skolen handhilser?

Jeg liker denne oppgaven fordi aktiviteten stil-
ler hoye kognitive krav samtidig som den kan
lgses pa forskjellige mater. Oppgaven kan ikke
lgses med standardalgoritmer, elevene ma forsta
sammenhengen mellom antall barn og hvordan
antall hdndtrykk eker. Det kan vere nyttig a
gjore seg erfaringer gjennom a tegne eller prove
ut oppgaven praktisk. Jeg forventer ikke at elever
pa dette trinnet vil klare & tenke seg frem til en
mate a lase oppgaven pa uten at de har gjort noe
praktisk arbeid forst. Oppgaven er ogsa lett & dif-
ferensiere. Inngangsterskelen er lav, og alle elev-
ene vil med litt hjelp kunne klare a lose oppgaven
ndr det er fa barn som skal handhilse. Det kan
ogsd vere interessant a la elever pa forskjellige
trinn lese denne oppgaven og sammenlikne stra-
tegier de bruker. Kanskje hele skolen kan jobbe
med oppgaven i forbindelse med matematikkens
dag?

Oppstart

Jeg presenterte problemet for elevene pé en prak-
tisk mate. Vi gjennomforte en demonstrasjon av
to elever som handhilste, og snakket om hva et
handtrykk er. To personer gjor et handtrykk.
Det er ikke sann at jeg forst hilser pa Kari og sa
hilser Kari pa meg. Deretter delte jeg inn elev-
ene i grupper. Jeg oppfordret elevene til a prove
ut, men jeg sa ogsa at de kunne tegne, regne og
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bruke det de vil av praktisk materiell. Jeg lot elev-
ene jobbe uten for mye innblanding fra min side,
og hépet pd mange forskjellige losningsmetoder
som vi kunne se pd sammen.

Figur 2

Produktiv feilsaking

Det var mange elever som hadde lost oppgaven
feil med tanke pa oppgaveteksten. Derfor valgte
jeg tidlig 4 ta en felles diskusjon der vi sammen
skulle finne ut hva som hadde gétt galt, og neste
opp i misforstéelser. Jeg brukte Adas lesning som
utgangspunkt (Figur 2). Flere hadde fatt samme
lgsning som Ada. Jeg valgte ut denne lgsningen
fordi jeg syntes tegningene Ada hadde tegnet i
T-tabellen, var interessante. Tegningene kan
knyttes bade til den praktiske utprevingen som
gruppen gjorde, og til tallene de hadde kommet
frem til. Ada fikk forklare hva hun hadde tegnet.
De sma sirklene er barna, og den store sirkelen
er handtrykkene. Ada fikk gode tilbakemeldin-
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Figur 3

ger pa forklaringen og lesningen sin. Men jeg sa
ogsa at lesningen er feil, og at jeg ville at vi skulle
forske litt pa det.

Ada og gruppen hennes kom frem. De
demonstrerte for oss hvordan de lgste oppgaven
praktisk. Alle handhilste samtidig. Jeg spurte
bade jentene i gruppen og elevene i klassen om
alle hadde hils pa alle na, og det var vi enige
om at de hadde gjort. Det ble tre handtrykk til
sammen (Figur 3). Og sa matte vi teste ut med
fire barn. Sindre kom frem. Elevene viste at de
sto i en ring og holdt hender, likt som pa teg-
ningen til Ada. Vi sa at det var fire barn og fire
handtrykk akkurat som det var tegnet og skrevet
i tabellen til Ada. Da spurte jeg elevene om de
husket oppgaveteksten. Fire barn skal hdndhilse,
og alle skal hilse pa alle.

Leerer Har du hilst pé alle na, Ada?
Ada  Neil Jeg hilser jo ikke pa Ella, jeg hilser
bare pa Henriette og Sindre.

Vi sjekket med de andre i gruppen, og alle
oppdaget at de ikke hadde hilst pa alle. Jeg spurte
elevene om hvor mange handtrykk vi manglet,
og ba elevene snakke sammen to og to og prove
a finne ut hvor mange handtrykk det blir nar fire
barn skal handhilse.

Her brukte jeg klassesamtalegrepet «leerings-
venn-snakk» (Kazemi & Hintz, 2014). Jeg onsket
d involvere alle elevene i klassen. Elevene far for-
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klart for en annen hvordan de tenker. Da kan
de bade fa gjort sine egne tanker klarere og fa
nye ideer. Jeg har erfart at flere rekker opp hdnda
og er med i klassesamtalen etter at de har fatt
muligheten til & diskutere med sidemannen forst.

Etter en liten stund ber jeg alle om & svare i
kor, og alle roper 6.

Jeg sper Magne om han kan forklare for oss
en gang til hvorfor det ble feil.

Jeg Hvorfor var det ikke bare fire hand-
trykk nar alle skulle hilse pa alle?

Her brukte jeg klassesamtalegrepet «repete-
ring» (Kazemi & Hintz, 2014). Eleven repeterte
noe som allerede hadde blitt sagt, med sine egne
ord. Jeg ensket & sikre at elevene var med i tan-
kegangen. Elevene fikk en ny mulighet til 4 tenke
og forstd, og de fikk delta som viktige menings-
skapere i klasserommet.

Magne Man har jo bare to hender, s& det gér
ikke an at alle hilser samtidig. Alle har
tre de skal hilse pa. Jeg trodde at man
skulle doble, men na ser jeg at det heller
ikke blir riktig.

Da jeg og Sofie og Anna héndhilste, sa
ble det tre, og da trodde jeg at det bare
ble ett handtrykk til nar det kom en til
i gruppen. Men né ser jeg at det ikke
blir riktig.

Kaja

Diskusjonen fortsatte litt, og da jeg folte meg
sikker pa at jeg hadde med meg alle, stilte jeg et
nytt spersmal. Jeg spurte elevene om hva opp-
gaveteksten matte ha veert dersom lesningen
til Ada skulle bli riktig. Elevene fikk snakke
sammen to og to igjen, men det var ikke sa lett
4 sette seg inn i denne tankegangen na som vi
hadde avdekket feilen i Adas lesning. Men elev-
ene kom med forslag, og sammen formulerte vi
oppgaven slik:

Noen barn skal handhilse, og alle skal hand-
hilse samtidig. Hvor mange handtrykk blir det
da?

1/2024 tangenten
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Figur 4

Ulike lasningsmetoder

Etter at vi hadde ryddet opp i forstaelsen av opp-
gaveteksten, gikk vi over til & dele forskjellige
strategier som elevene hadde brukt. Jeg viste
lgsningen til Maia (Figur 4) og spurte om hun
kunne forklare hva hun hadde tegnet. Maia for-
klarte at rundingene var barna, og strekene at
de hilste pa hverandre.

Laerer N& ma vi se pa tegningen med fire
barn. Her har dere fitt et annet svar
enn det Ada fikk forst. Hvordan kom
dere frem til at det ble seks handtrykk?
Vi tok og tegnet barna i en firkant med
streker imellom, og sa tegnet vi streker
mellom de som ikke hadde hilst.

Sé dere sjekket om alle hadde hilst pa
alle, og sa matte dere tegne opp noen
ekstra handtrykk. Hvem kan forklare
hvordan Maia fant ut at det matte bli
seks handtrykk med fire barn?

Maia

Leerer

Jeg gjentok spersmalet og ba elevene disku-
tere med sidemannen. Etter en liten stund for-
klarte enda en elev Maias metode. Deretter ba
jeg Ole komme frem. Ole fikk med seg Dina,
Anna og Sindre. Jeg hjalp Ole med & gjenskape
det han gjorde, med gruppen sin. Forst hilste
Dina pé de to andre, da hadde hun hilst pa alle
i gruppen og kunne ga ut, og sa matte Anna og
Sindre handhilse. Jeg tenkte hayt sammen med
Ole mens vi organiserte handhilsingen.
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Larer Hvor mange handtrykk ble det na?

Ole  To ogsa en, da blir det tre.

Lerer Hvem kan na forklare hvordan Ole
klarte & finne ut at denne gruppen pa
tre métte handhilse tre ganger for at
alle skulle ha hilst pa alle?

Jeg ventet noen sekunder for a gi alle mulig-
heten til a tenke.

Kaja  De gjorde det ikke samtidig.

Leerer Ja, de gjorde det ikke samtidig, men de
hadde laget et system pa det. Hva var
systemet?

Lars  De tok en om gangen.

Laerer Ja, de tok en om gangen. Forst passet

de pa at Dina hadde hilst pa alle, og s&
sjekket de om Anna og Sindre hadde
hilst pa alle.

Og sa kom ogsad Henrik opp slik at antall
handtrykk med fire barn kunne utpreves. Jeg
hjalp Ole med organiseringen igjen. Forst hilste
Dina pé de tre andre i gruppen, og da kunne
hun ga bort. S& métte Anna hilse pa Sindre
og Henrik, og til slutt matte Sindre og Henrik
héndhilse. Jeg sorget for at det ble telt hoyt mens
héndhilsingen pagikk.

Laerer Ble ikke dette litt som et regnestykke?
Forst tre og sa to og sé ett handtrykk?

Jeg brukte dette sporsmalet som en over-
gang til & vise en metode som ingen elever
til nd hadde brukt. Jeg viste pa tavlen hvor-
dan elevene kunne sette opp utregningen av
antall hdndtrykk med fire barn som 3 + 2 + 1.
Begrunnelsen for a introdusere denne strate-
gien finner jeg blant annet hos Kieran (2018).
Nar elevene skriver ned regnestykker og ikke
utregnede svar, kan det bli lettere & generalisere
strategien. Elevene kan bruke utregningen for &
beskrive hva som skjer. Tallene i regnestykkene
kan hjelpe med & oppdage en bakenforliggende
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Figur 5

struktur som kan fore til at elevene klarer &
generalisere og forutsi hvordan funksjonen vil
utvikle seg videre.

Elevene fikk deretter jobbe videre, fortsette
der de var, eller begynne med en ny oversikt
hvis det ble feil sist.

Sammenhenger og generalisering

Vi var na kommet dit i oppgaven at vi provde
a finne ut hvor mange handtrykk det ville bli
hvis hele klassen og deretter alle barna pa skolen
skulle hdndhilse pa alle. Jeg valgte & gjennom-
fore en klassesamtale der vi skulle sammenlikne
praktisk utpreving med & tegne handtrykk og
a skrive ned utregningene med tall. A fokusere
pé sammenhenger mellom representasjoner kan
bidra til forstaelse. Jeg ensket ogsa & gi elevene
en erfaring med generalisering og dermed finne
en méte de kunne regne ut antall handtrykk pa.

Leerer Na skal vi jobbe videre med hind-
trykkproblemet. Vi ma preve & finne
et system her, for vi skal jo preve a
finne ut hvor mange hdndtrykk det

blir pé hele skolen. Vi klarte fint & teste
ut hvor mange handtrykk det ble med
fire elever, men hvordan kan vi gjere
det med 210 elever? Jeg vet at noen har
testet ut med fem, seks og syv perso-
ner. Men hva skjer hvis vi for eksempel
kommer til 100 elever? Hvor lang tid
tror du det vil ta, Kaja?

Gruppen til Kaja hadde siden sist testet ut
systematisk, sa derfor spurte jeg Kaja na. Jeg
hadde lagt merke til at gruppen erfarte at det
tok betydelig lengre tid for hver ekstra elev som
var med pa handhilsingen.

Kaja
Leerer

Det vil ta veldig lang tid!»

Det hadde veert veldig fint hvis det
gikk an & regne det ut, for da kan vi
spare mye tid. Na skal vi sammenlikne
to forskjellige mater vi kan lese hand-
trykkproblemet pa. Den forste er Oles.
Gruppen til Ole provde ut alle hand-
trykkene. I den andre maten regner

vi ut hvor mange handtrykk vi far. Vi
skal finne ut hva som er likt med de to
metodene.»

Jeg viste et bilde av Kajas lgsning pa tavlen
(Figur 5). Etter forrige klassesamtale hadde
gruppen til Kaja jobbet veldig systematisk og
skrevet opp utregninger som viste hvor mange
héndtrykk det ble med forskjellige elevgrup-
per. Siden utregningene fanger opp den under-
liggende strukturen for hvordan vi kan finne
antall handtrykk, og dermed muliggjor en gene-
ralisering, valgte jeg a ta utgangspunkt i denne
lgsningen. Tre elever som ikke var pa Kajas
gruppe, fikk komme opp. En elev handhilste pa
de to andre. Jeg ba eleven peke pé hvor vi kunne
finne igjen de to hdndtrykkene i regnestykket til
Kaja. De to siste elevene handhilste, og jeg ba en
av elevene peke pa hvor i regnestykket vi kunne
finne dette ene handtrykket. De gjorde det
samme med fire elever og fem elever. Pa denne
maten onsket jeg a fokusere pa sammenhengen
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Figur 6

mellom den praktiske utprevingen og lesnin-
gen til Kaja. Klassen fikk nd i oppgave a finne ut
hvor mange handtrykk det blir nar alle elevene
i klassen skal handhilse, og nar alle elevene pa
skolen skal handhilse. Jeg viste ogsa til at Kaja
ikke hadde regnet ut hvor mange handtrykk det
ble, men bare satt opp et regnestykke. Jeg la vekt
pé at det er godkjent som svar.

Flere barn ville gjerne regne ut hvor mange
héndtrykk det ble. Anna fant en lur mate hun
kunne bruke for a regne ut antall handtrykk for
ti barn, hun brukte farger og fant tiervenner i
regneuttrykkene sine (Figur 6).

Videre arbeid og utfordringer

For 4 gi elevene mulighet til a bruke erfaringene
fra denne oppgaven kan man senere presentere
oppgaven i en ny kontekst. Kanskje alle elevene i
en klasse vil enske hverandre godt nytt ar. Hvor
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mange telefonsamtaler blir det da?

Som jeg skrev i innledningen, er dette en
oppgave som kan egne seg pa flere trinn. Da
kan det veere storre muligheter for a sette ord
pé generaliseringer og kanskje formulere en
generalisering ogsa med symboler.

Legg merke til at hver gang det kommer en
ekstra person til gruppen, sa legger vi til «en
mindre enn antall barn totalt» i summen av
antall handtrykk. Vi kan si at for & finne antall
héndtrykk sa legger vi sammen tallrekken som
starter med 1 og slutter med tallet som er en
mindre enn antall barn som handhilser (5 barn:
1 + 2 + 3 + 4 handtrykk). Kan elevene forklare
hvorfor det blir slik?

Hvor mange handtrykk blir det hvis 100 per-
soner skal handhilse?

1+2+3+4+5+...+99



Hvor mange handtrykk blir det hvis n personer
skal handhilse?

14+243+4+...+(n-1)

Med de eldste elevene pé barnetrinnet eller
pé ungdomstrinnet vil det kunne vere et mal at
elevene i tillegg til 4 formulere en generalisering
med ord kan fa til & formulere funksjonen med
symboler:

_n(n—1)
2

h

(h stér for antall handtrykk og » for antall per-
soner.)

Jeg tenker at det kan gé an & forklare denne
formelen slik: Se for deg at alle (n) hilser pa alle
bortsett fra seg selv (n — 1). Vi mé dele pa to til
slutt fordi vi da har telt med dobbelt sa mange
héndtrykk som det egentlig blir (Kari hilser pa
Geir, og Geir hilser pa Kari, ett av disse hdnd-
trykkene ma tas bort fra utregningen).

Det kan veaere interessant & sammenlikne
dette uttrykket med formelen for trekanttall.
Hva er likt, og hva er forskjellig?

Gjennom bruk av planlagte klassesamtaler
og samtaletrekk og utforskning av elevenes for-
skjellige losningsmetoder mener jeg at vi har
fatt jobbet med kjerneelementet abstraksjon og

generalisering i arbeidet med denne oppgaven.
Elevene har fatt utvikle sitt matematiske sprak,
og vi har brukt tankene og strategiene deres som
utgangspunkt for samtalene. Vi har kommet et
steg pa vei til & generalisere. Vi har ikke formu-
lert en generalisert funksjon hverken med ord
eller symboler, men vi har funnet en metode
som kan brukes for 4 finne ut hvor mange hand-
trykk det blir nar det stadig kommer flere barn
til.
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Fra arkivet

I min forsteklasse var «skoleveien» tema da
elevene begynte pa skolen om hesten. En elev
fortalte ivrig: «Min vei er bare rett nedover, og
sd er jeg der». Han bodde rett ved skolen. «Jeg
kan ga to veier», sa ei av jentene. «Jeg kan enten
gd bortover gangveien og forbi dammen og ned-
over der. Eller jeg tar folge med Kari. Da gar
jeg nedover og bortover til fotgjengerfeltet. Sa
er jeg pa skolen.» Elevene tegnet skoleveien sin

og forklarte hvordan de gikk.
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I artikkelen «Naermiljeet som prosjekt» i Tan-
genten 1/2014 beskrev Annbjerg Hagy arbeid
med kart over neermiljoet i en forsteklasse.

Les denne artikkelen og andre godbiter fra Tan-
gentenarkivet pa tangenten.no
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Justnes

Flerkulturelle rom som ressurs

Jeg har i flere ar undervist pd mellomtrinnet
pé skoler med stort elevmangfold, her forstétt
som skoler med stor andel minoritetsspraklige,
flerspréklige og flerkulturelle elever. Jeg har
derfor flere kolleger og venner som er leerere pa
skoler med lignende elevgrunnlag. I samtaler
med lerere diskuterer vi kjente utfordringer i
matematikkundervisningen, og vi deler erfarin-
ger med ulike forsek pé og tiltak for a redusere
hindringer for elevers deltakelse. @nsket er a
sikre alle elever tilgang til meningsfull matema-
tikk. Selv om disse leererne arbeider etter prin-
sipper for god matematikkopplering, etterspor
flere av dem litteratur, materiell og ressurser
som kan stotte dem i arbeidet med matema-
tikkundervisning i et flerkulturelt klasserom.
Dette er ikke unikt. Som folge av globalise-
ring og innvandring opplever mange skoler en
okning i antall flerspraklige elever. Det forer til
at leerere mé vise forstéelse for at det tar tid for
elevene 4 lzere seg bade sprak og normer i mate-
matikkfaget. Fordi god matematikkoppleering
ma ta utgangspunkt i elevers tenkning, interes-
ser, erfaringer og kunnskap, anbefales det i til-
legg at leerere utvikler eksplisitte strategier for a
utnytte elevenes spraklige og kulturelle verktay-

Camilla Norman Justnes
Matematikksenteret
camilla.justnes@matematikksenteret.no

tangenten 1/2024

kasse for a legge til rette for bedre leringsmu-
ligheter i matematikk (Chval et al., 2021). Dette
innebeerer a skifte perspektiv, fra flerspriklig-
het som problem til flerspraklighet som ressurs
(Planas & Civil, 2013). For at ressursperspektivet
skal bli noe mer enn en ideologi, ber forskere
og leerere sammen utforske flerspréklighet som
ressurs i praksis, framfor & fordype seg i hind-
ringer. I denne artikkelen vil jeg presentere
noen erfaringer fra klasserom med stort elev-
mangfold, der forskere og leerere sammen har
utforsket hvordan elevenes spraklige og kultu-
relle verktgykasse kan vaere ressurser for en mer
inkluderende matematikkundervisning.

Identifisere hindringer

I en studie som tok sikte pa a inkludere flere av
de flerspraklige elevene i en 3.-klasse i matema-
tiske samtaler, identifiserte Justnes & Gatzsch-
mann (2023) at konteksten et matematisk pro-
blem er rammet inn i, kunne utgjore et hinder
for at elever engasjerte seg i problemet i felles-
skap med medelever. Observasjoner av matema-
tikkundervisningen gav en rekke eksempler pa
ord i kontekster som kunne utgjore hindringer.
Justnes & Gitzschmann (2023) fant eksempler
pé at elevene ikke forstir matematikkordet, for
eksempel oddetall, at elever ikke forstar hver-
dagsordet, for eksempel koyeseng, og at elever
ikke forstdr undervisningsordet, for eksempel
argumenter for eller rund av. I tillegg er det en
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del ord som er bade hverdagsord og matema-
tikkord, for eksempel rot og negativ. Erfaringer
fra praksis har vist at mange elever bruker og
forstar ordene som blir introdusert i undervis-
ningen, men at noen elever kan mangle forsta-
else for ord som lareren tar for gitt at de kan.
Det kan veere bade hverdagsord og sméord.
Elevene kan for eksempel bruke ordet repre-
sentere eller tierplass selv om de ikke forstir
ordet synke. Eller nér elevene fir oppgaven
«Ring rundt tierplassen», sd tegner de en ring
over sifferet 2 i tallet 129. Da har de riktig nok
identifisert tierplassen, men ikke tegnet ringen
rundt tallet. Heldigvis vil de fleste leerere fort-
satt betrakte det som riktig svar.

I samme studie fant Justnes & Gatzschmann
(2023) ogsa at selve konteksten, ikke bare ett
eller flere ord, kunne veaere et hinder for at elev-
ene engasjerte seg i problemet. Et eksempel var
en kontekst med overnattingsgjester fordelt pa
ulike koyer i en koyeseng. Selv om problemet ble
presentert bade verbalt og visuelt med bilder av
en koyeseng, matte laereren bruke mye tid pé &
forklare hva overnattingsbesok er, hvorfor noen
overnatter, og hvordan de kommer seg opp og
ned av koyesengen. I samtaler med tospraklige
leerere kom det fram at i mange kulturer over-
natter man bare hvis man ma. Det blir ikke opp-
fattet som en fritidsaktivitet, og i mange tilfel-
ler sover de pa madrasser utover gulvet (ikke
i heyden). Det kan veere bdde morsomt, laere-
rikt og sprakutviklende & bruke tid pa & forsta
kontekstene, men mange av leererne jeg moter,
bekymrer seg for fordelingen av tiden de bruker
pa sprakoppleering og pa matematikkoppleering.

Strategier ved hindringer

Da elevene meotte kontekster og sprak som de
ikke forstod i matematikkundervisningen,
observerte Justnes & Gatzschmann (2023) en
rekke ulike elevstrategier som ble mett med
leererstrategier som hadde til hensikt a stotte
elevenes deltakelse. Noen ganger si det ut som
elevene «ikke gjorde noen ting», og noen ganger
hermet elevene etter det medelevene eller leere-
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ren gjorde. Andre ganger varslet de leereren om
at de ikke forstod, eller de spurte konkret hva
noe betydde. Da forklarte ofte leereren pé nytt,
enten i plenum eller til enkelteleven, og gjerne
ved hjelp av gester eller materiell. Noen ganger
viste laereren hvordan eleven skulle gjore det,
eller oppfordret en medelev til & forklare eller
a vise. Dette er tidkrevende strategier, noe som
gjor at mange gnsker a ha flere voksne i rommet
for a serge for at alle elevene far den stotten de
trenger. I en sak fra NRK i mars 2023 fortalte en
leerer at ndr hun star foran klassen, vet hun at
flere elever ikke forstar det hun sier. Og selv om
leereren ofte vet hva som skal til for 4 hjelpe dem,
far ikke leereren gjort det (Fange, 2023). Behovet
for & forklare og vise, enten selv eller ved hjelp av
medelever, slik at alle elevene forstar slik at de
kan engasjere seg i det matematiske problemet,
virker med andre ord noksé kjent.

Det kan veere verdifullt & reflektere over
fordeler og ulemper ved strategiene beskrevet
ovenfor. Larere eller medelever som forklarer,
kan bidra til at elevene forstar og dermed kan
delta i klassens felles meningsskaping. Men det
er ogsé en risiko for at forklaringene reduserer
de kognitive kravene i et problem. For eksem-
pel ved a vise framgangsmater som elevene skal
folge, eller ved a forenkle problemet ved a redu-
sere konteksten eller spraket slik at elevene bare
forholder seg til tall, beregning eller herming.
Vil en undervisning som legger vekt pé forkla-
ring og demonstrasjon, gi alle elever like mulig-
heter til & engasjere seg i meningsfull matema-
tikk? Og hvem blir betraktet som kompetente i
et slikt klasserom?

Aspekter ved matematikkundervisning i
flerspraklige klasserom

I boken Teaching Math to Multilingual Stu-
dents: Positioning English learners for Success
foreslar Chval et al. (2021) en rekke praksis- og
forskningsbaserte tilnerminger til matema-
tikkundervisning som legger vekt pa flersprak-
lige elever som ressurser. Ved a bygge pa elevers
livsverden og kulturelle bakgrunn, opprettholde
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kognitive krav og ha heye forventninger, kan
laerere posisjonere elever som kompetente og
meningsskapende. A posisjonere elever som
kompetente og meningsskapende handler om
leererens avgjorelser, grep og kommunikasjon
som posisjonerer elevene overfor hverandre, seg
selv og det matematiske innholdet (Mosvold &
Bjuland, 2019). Det kan for eksempel innebzere
at leereren etablerer normer for deltakelse slik at
elevene erfarer sine bidrag som viktige for klas-
sens felles konstruksjon av kunnskap. Leereren
skaper altsa holdninger som har innvirkning pa
elevens selvbilde, mestringstro og innstilling til
faget.

For a unnga hindringer relatert til sprak, slik
Justnes & Gitzschmann (2023) identifiserte,
legger Chval et al. (2021) vekt pa strategisk
sprakbruk, stettet av visuelle representasjoner
og gester. Som tidligere nevnt handler strategisk
sprakbruk om & unnga ord som er kontekstspe-
sifikke, for eksempel er ordet overtrekksvott
noksa spesifikt for Norge / nordiske land, mens
ordet kassett er utdatert. I tillegg ber lerere
unnga ord med flere betydninger, vaere bevisste
pé hvor tydelige «undervisningsordene» er, og
vurdere om de ber legge til en visuell represen-
tasjon eller fierne en som kan vere forvirrende.
For leerere kan det vaere en god evelse & vurdere
et problem de tenker & presentere for elevene
med tanke pa strategisk sprakbruk.

Jeg skal videre ta for meg to tilneerminger til
matematikkundervisning i flerspraklige klasse-
rom som Chval et al. (2021) anbefaler, og som
jeg har utforsket sammen med lerere i prak-
sis: engasjere elever med kulturelt relevante
kontekster og involvere foreldre/familie. Disse
to tilneermingene innebeerer & bruke elevens
livsverden som ressurs for kontekster og stra-
tegier. Det kan bidra til & posisjonere elevenes
erfaringer som et viktig bidrag for klassens
utforsking. Dette kan veere materiell, historier,
sprak, strategier o.l. «Off you go» er foreslatt av
Deradroff (2023) som en undervisningsaktivitet
som verdsetter og tar utgangspunkt i den kul-
turelle kunnskapen elever bringer med seg inn i
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klasserommet. Aktiviteten innebaerer at elevene
far se et bilde, og deretter gar de pé skattejakt
etter tilsvarende eksempler der elevene er, for
eksempel hjemme, utenders eller i klasserom-
met. Elevene dokumenterer det de finner, ved a
ta bilde, a tegne eller & beskrive det slik at mede-
levene kan se de eksemplene som hver enkelt
bringer med seg inn i klasserommet. Et eksem-
pel fra en utpreving pé et norsk forstetrinn var
at elevene fikk beskjed om a ta bilder av noe som
de mente var «rundt», og sende dem til lere-
ren sin. Elevene sendte inn bilder av objekter
fra omgivelsene sine som bade var kuleformet,
sylinderformet, sirkelformet og «andre rundin-
ger». Bildene dannet utgangspunkt for felles
samtaler om hvordan ting kan vere rundt pé
forskjellige mater, ulike typer rundinger, likhe-
ter og forskjeller mellom kuler og sirkler osv.
Med en slik aktivitet kan elevene legge merke
til matematikk i omgivelsene sine og relatere det
til egne interesser, samtidig som deres livsver-
den blir en ressurs for bedre begrepsforstaelse i
matematikkundervisningen.

Et eksempel pa hvordan familie kan veere
en ressurs, er a bruke de ulike sprakene i klas-
sens familier som utgangspunkt for utforsking.
Ulland & Jensen (2020) foreslar en rekke aktivi-
teter knyttet til begrepsforstéelse, for eksempel
«Se pa selve ordet», ulike ordkart og arbeid med
mot-eksempler som mater a bygge kunnskap pa.
Ved & se pa selve ordet trekant pa ulike sprak
far en mulighet for & diskutere egenskaper ved
trekanten. P& norsk kaller vi den trekant, pa
engelsk triangel og pa tysk Dreieck. Ved & sam-
menligne ordene kan en diskutere forskjellen pa
kant, vinkel og hjerne. Na kan du kanskje flere
sprak enn meg, eller kan du bruke et overset-
telsesprogram til & finne trekant pé flere sprak?
Hva er likt, og hva er forskjellig? Jeg spurte min
kollega fra Kina om a beskrive en trekant for
meg pa sitt sprak, og ved a se pa gestene hun
brukte, forstod jeg at lukkethet er viktig for
deres definisjon.

Et annet eksempel er a utforske algoritmer
fra ulike kulturer. P4 hvor mange ulike méater
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kan vi regne ut 15-33?
Hva er likt, og hva er for-
skjellig? Jeg ble selv over-
rasket og leerte noe nytt
da min kinesiske kollega
viste meg hvordan hun
beregnet 15-33. Du kan
se hvordan hun gjorde det, ved a folge QR-ko-
den.

Forst delte hun opp 33 i 3 og 11. Sa multi-
pliserte hun 15-3 og fikk 45. Deretter skrev
hun opp 45-11, sa 5 pé enerplass, 9 pa tierplass
(4 + 5) og til slutt 4 pa hundrerplass. Hun for-
talte at i Kina leerte de & lete etter 11 i et multi-
plikasjonsstykke slik at de kunne bruke akkurat
denne strategien.

Om en gir elever (og familie/foreldre) mulig-
heter til & vise fram det de kan fra for, bidrar
det til en opplevelse av anerkjennelse, og det
posisjonerer elevene som kompetente. Jeg matte
nylig en leerer med tyrkisk bakgrunn. Hun for-
talte at da hun begynte pa skole i Norge, kunne
hun multiplisere tosifrede tall, men hun gjorde
det pad en annen mate enn den lereren viste
fram i klasserommet. Hun ble aldri spurt om
a vise sin mate, og siden hun var ny og ikke
kunne spraket, foltes det utrygt for henne a
«ta ordet» for & vise fram metoden uoppfor-
dret. Elever som ikke fir anerkjennelse, kan
oppleve undervisningen som lite relevant, og
det kan ogséa pavirke deres identitetsutvikling
(Honneth, 2007). Ved at ulike strategier forblir
«skjult», mister ogsd norske elever muligheten
til 4 utvikle sin flerkulturelle kompetanse. A
innta et perspektiv der alle elevers og familiers
strategier er en ressurs for matematikkunder-
visningen, kommer alle elevene i en mangfoldig
skole til gode.

Et siste eksempel pa hvordan lerere kan
involvere foreldre og familie slik at de kan bidra
til ny innsikt og nye perspektiver, er det tverr-
faglige prosjektet «Hvem gjorde hva i matema-
tikk i mitt land», inspirert fra forskningspro-
sjektet M*EaL.! Prosjektet kan for eksempel ini-
tieres som et gruppearbeid der en eller flere av
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elevene i gruppen har tilknytning til en annen
kultur eller et annet land, eller elevgruppen kan
bli tildelt et land. Deretter skal hver gruppe ga
pa jakt etter en matematiker eller et matema-
tisk emne som har sin opprinnelse i, har blitt
utviklet videre i eller har annen tilknytning til
landet som er valgt. I denne delen av proses-
sen er foreldre og familie en ressurs for elev-
ene. Gruppene presenterer deretter arbeidet for
resten av klassen og kanskje til familiene ogsa?
Et slikt prosjekt er nyttig for a vise at matema-
tikk er et internasjonalt og tverrkulturelt fag
som ikke ville ha eksistert i dag uten bidrag fra
flere kulturer, og at elevers kulturelle bakgrunn
er en ressurs og ikke en utfordring.

I skoler med stort elevmangfold er det
rimelig & anta at elever har ulike kulturelle og
spraklige bakgrunner som en del av sin tidli-
gere kunnskap. Leerernes kjennskap til elevenes
tidligere kunnskap spiller inn pa hvilke repre-
sentasjoner, eksempler, oppgaver og aktiviteter
leererne velger, og dermed ogsd pa hva slags
matematikk elevene far mulighet til & engasjere
seg i. I et mangfoldig klasserom ber lererne
gjore vurderingene ogsd med tanke pa sprak og
kultur. I et problemperspektiv kan dette handle
om & identifisere og forutse hindringer for del-
takelse og a gjore grep som legger til rette for
at elevene kan overkomme hindringene. I et
ressursperspektiv kan det derimot handle om
4 anerkjenne og synliggjore ulike sprak, kon-
tekster, problemer og lgsningsstrategier som
verdifulle ressurser som kan bidra til & invol-
vere alle elevene i et mangfoldig klasserom med
meningsfull matematikk.

Chval et al. (2021) anbefaler at leerere utvikler
eksplisitte strategier for & utnytte elevenes
spraklige og kulturelle verktoykasse for a legge
til rette for bedre leeringsmuligheter i matema-
tikk. Det forutsetter at laerere vet hvordan de far
innsikt i elevers verkteykasse. I tillegg krever
det at leerere og forskere sammen utvikler prak-
sis- og forskningsbaserte tilneerminger til mate-
matikkundervisning som passer til mangfoldige

(fortsettes side 47)
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Hovtun, Raislien

Hvordan gjor jeg det?

Motivasjon er en nekkelfaktor for lering. At
elevene ikke bare har en vilje og et onske om a
leere, men ogsa et behov for & delta i og mestre
en leeringssituasjon (Bomia et al., 1997). Dess-
verre fir man ikke kjopt motivasjonspiller pa
apoteket, men det er mulig & skape situasjoner
der elevene opplever at de blir motivert (Stipek
et al., 1998). Dette kan veare utfordrende, og et
av fagene der dette har vist seg a vere ekstra
vanskelig, er matematikk, der undervisningen
tradisjonelt har veert preget av lav indre mot-
ivasjon og lav utholdenhet (Kunnskapsdepar-
tementet, 2015). Da kan de matematiske utfor-
dringene leereren presenterer, veere aldri sa gode,
men dersom elevene ikke gnsker & arbeide med
dem, vil de heller ikke fé ta del i det potensielle
leeringsutbyttet.

Som matematikklerer har jeg' prevd en
rekke ulike ting for & skape motivasjon i klasse-
rommet. Og noe av det jeg har hatt mest suksess
med, er trylling. Matematisk trylling.

Gaute Hovtun
Universitetet i Serast-Norge
gaute.hovtun@uis.no

Jo Roislien
Universitetet i Stavanger / Bulldozer Film
jo@joroislien.no
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Undrenes tid

Vi mennesker er undrende vesener. Barn undrer
seg over hvorfor himmelen er b4, eller hva som
skjer nar man slikker péa en metallstang om vin-
teren - til tross for velmenende rad fra voksne
om & la veere. Helt fra barn er smé, underhol-
der vi dem med undringsleker. Vi leker «borte,
titteil», og gjemmer ting bak ryggen - til barns
store glede. Man skal ikke undervurdere kraften
i a ikke vite.

For tryllekunstnere er folks fascinasjon for
det tilsynelatende uforklarlige selve forret-
ningsmodellen. Og mens folk frivillig flokker
til trylleshow, flokker ikke akkurat elevene til
klasserommene for & lere matematikk. Det
er kanskje ikke sa rart. I mange klasserom er
matematikkundervisningen fortsatt i liten grad
preget av undring, men heller av undervisning
der gamle sannheter presenteres pa forutsigbart
vis, og gjentatt terping av framgangsmater for
a komme fram til svaret (Kunnskapsdeparte-
mentet, 2015). Instrumentell innleering av geo-
metriske formler og divisjonsalgoritmer er det
motsatte av undring.

Matematikk er et saeregent fag, med sin teo-
retiske grunnmur av absolutte sannheter. To
pluss to er fire, ssmme hvor og nar utregningen
gjores, og arealet av en sirkel er nr* — uavhengig
av om denne sirkelen er en representasjon av en
pizza eller bunnen av et oljefat. Disse absolutte
sannhetene som matematikkfaget innehar, gjor
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at det instrumentelle har en naturlig og viktig
plass i matematikkundervisningen. Men det
betyr ikke at man ma starte der. Det kunne veert
nyttig a ha noen matematiske kaniner a trekke
opp av tryllehatten av og til.

Oppvarming

Undring er en sterk drivkraft (Opdal, 2001).
Situasjoner der man far vite noe, men ikke alt.
Hjernen er grunnleggende opptatt av a avdekke
sammenhenger og finne mening i verden rundt
seg, og nar den mangler sentrale biter i pus-
lespillet, klarer den ikke & slippe taket. Det er
ikke for ingenting at true crime er populert pa
Netflix og HBO, eller at det nesten er umulig a
legge vekk en bok ndr man neermer seg slutten —
oyeblikket nar de lgse tradene knyttes sammen,
og det uforklarlige blir forklart.

Dette kan man benytte seg av ogsd i mate-
matikkundervisningen. Et overraskende feno-
men star da ogsa helt sentralt i undersokende
matematikk (Sinclair, 2004). Noe uventet. Noe
annerledes. Noe som ikke kan gripes med
kunnskapen en har, og som kan vekke nysgjer-
righeten og fore til en utholdende utforsknings-
prosess.

Nér man presenterer oppgaver som har
som formal & skape undring og vekke eleve-
nes interesse, heller enn & bare representere et
konkret leeringsmaél, kan det oppsta et onske
om 4a laere hos elevene. Siden poenget er & fange
interesse for matematikk hos alle elevene, ma
oppgavene veare enkle a introdusere og forsta
(Hovtun, 2019). De mé ogsa ha et klart mate-
matisk fokus - det er interesse for matematikk
som er poenget. Underholdning for underhold-
ningens skyld kan underholdningsindustrien ta
seg av.

A filme et klasserom

Jeg har selv provd ut slike oppgaver med stort
hell i undervisningen. Oppvarmingsoppgaver,
som jeg selv liker a kalle dem (Hovtun, 2020).
Personlig synes jeg det er fantastisk a fa sta
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foran en klasse og presentere slike underhol-
dende oppgaver, men det er ikke alle som er
like komfortable med det. Jeg er selv lektor ved
leererutdanningen pa Universitetet i Stavanger,
og har observert hvordan noen blomstrer i den
performative formidlingsevelsen i det a skulle
trekke matematiske kaniner opp av tryllehatten,
andre ikke.

For at flere laerere skal kunne nyttiggjore
seg et slikt potensielt motivasjonsskapende ele-
ment i undervisningen, kan det & overlate selve
presentasjonen av oppgaven til andre vaere en
mulighet. For eksempel ved bruk av video. Jeg
forsekte derfor a filme meg selv og en kollega
da vi gjennomforte slike oppgaver i klasserom-
met, og gjorde deretter filmene apent tilgjenge-
lig pa YouTube (Figur 1). Men jeg er leerer — ikke
videoprodusent - og jeg folte ikke at filmene
klarte & fange den magiske undringen som
oppsto i klasserommet.

Figur 1: Matematikkdidaktiker Hovtun presenterer en

oppvarmingsoppgave til elever pa 9. trinn.

Jeg tok derfor kontakt med matematiker og
TV-programleder Jo Reislien. Han kastet et
kjapt blikk pa videofilmene jeg hadde laget, for
han la dem til side. Han likte ideen, men var
ikke like begeistret for den filmfaglige gjennom-
foringen. «Ingen vil sitte i et kjedelig klasserom
og se pa en film av andre som sitter i et kjedelig
klasserom.»

Jeg hadde tydeligvis en del & leere om det &
lage film.
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Video

En videofilm forflytter den tredimensjonale ver-
denen vi lever i, ned pa en liten todimensjonal
flate, og ting som fungerer godt i et klasserom,
fungerer ikke nedvendigvis like godt pa video.
Video har samtidig andre kvaliteter, som mulig-
heten for & dra i tidslinjen, og med det skynde
seg forbi kjedelige partier og dvele ved det som
er spennende. Man kan raskt veksle mellom
ulike mennesker og steder, og man kan endre
pé kameravinkler, lys og farger for & framheve
ulike poenger.

Pa nettet er det visuell kommunikasjon som
dominerer, og hele 95 % av norske barn og unge
i alderen 9-18 &r er jevnlig pd videonettstedet
YouTube (Medietilsynet, 2020). Audiovisuell
kommunikasjon er et format de unge er vokst
opp med og vant med, og har et stort potensial
for leering. Et potensial som i overraskende liten
grad er utforsket (Winnifred, 2021).

Testprosjekt

Varen 2021 gjennomferte Reislien og jeg i
samarbeid med den digitale leeremiddelporta-
len Elevkanalen et prosjekt for & utforske film
som medium for & bidra til 4 skape undring og
motivasjon i matematikkundervisningen. Malet
var & lage videofilmer som gjenspeiler det som
skjer i et klasserom der mange elever er samlet
pé samme sted, og det unisone wow!-gyeblik-
ket som oppstédr nar alle lar seg forundre av det
samme samtidig.

Som formgrep for videofilmene falt valget
derfor pa enquete, altsd at man oppseker inte-
tanende folk pa gata med det samme spersmélet
(Figur 2), og deretter klipper sammen et pot-
purri av svarene deres. I samrad med Roislien
valgte jeg fem oppgaver (Hovtun, 2020) som
hadde potensial til & skape de onskede matema-
tiske wow!-eyeblikkene, og som samtidig egnet
seg for filmatisering.

Malet med videofilmene er & gi matematikk-
leerere noen matematiske kaniner de kan trekke
opp av tryllehatten. Videofilmer som kan inspi-
rere leerere til selv & gjennomfoere bade disse og
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Figur 2: Programleder Raislien presenterer oppgaver til

tilfeldige forbipasserende pa gaten.

tilsvarende oppgaver i klasserommet - eller
integrere filmene direkte i egen undervisning,
slik at laereren ikke selv behever 4 tre inn i rollen
som presentatgrer av underholdende matema-
tikkoppgaver for & skape undring og motiva-
sjon. I videoprosjektet vart ble den performative
presentasjonsjobben overlatt til andre - i dette
tilfellet matematiker og programleder Roislien —
slik at leereren i klasserommet kan velge a spille
av en kort film, for deretter & overta selv nar den
matematiske diskusjonen blir det sentrale.

Oppgaven

Oppgaven i den ene av de fem filmene i film-
prosjektet er en addisjonsoppgave med en
punchline som er en tryllekunstner verdig. Det
hele utspiller seg som folger: Forst skriver du
ned et tall pa en lapp - et tall elevene ikke far
se — og legger deretter lappen fra deg pa et godt
synlig sted. Deretter veksler du og elevene pé &
velge tilfeldige firesifrede tall. Til slutt summe-
res disse tallene (Figur 3, neste side).

Med denne summen lysende fra tavlen pluk-
ker du sa fram lappen med tallet du skrev ned
helt i starten. Det er det samme tallet! Hvordan
er det mulig?

N& er det min tur

Da vi troppet opp i Oslo sentrum, med fullt
filmcrew og programleder Jo Reislien foran
kamera, var jeg oppriktig nerves for om opp-
gavene ville leve opp til forventningene jeg
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Figur 3: Oppgaven presenteres tydelig i videoene, slik
at seeren selv kan forsgke a lgse den. Og et pauseikon
varsler om sentrale tidskoder der laereren selv kan
kontrollere framdriften.

hadde solgt inn til Reislien og resten av film-
skaperne. Ville oppgavene evne a engasjere de
tilfeldige forbipasserende, og ville responsen
deres vaere fylt med matematikkglede?

Det viste seg at jeg hadde bekymret meg
unedvendig. Spontane utbrudd som «What?!»
og «Oi, oi, oil» kom som perler pa en snor
(Figur 4).

Figur 4. Ekte matematikkglede nar oppgavens
overraskende svar avslores.

Kommentaren fra en av deltakerne da hun
fikk servert oppgavens matematiske punchline,
og da hun forundret sto og tenkte sa det knaket,
pé det uforklarlige hun hadde blitt presentert
for, fanget i én setning hele intensjonen med
videoprosjektet. Begeistret vendte hun seg mot
programleder Raislien og sa: «N& er det min tur
til & sporre. Hvordan gjor du det?»

Undrenes tid er ikke over. Gudskjelov.
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Noter

1 De delene av artikkelen som er skrevet i jeg-form, er
sett fra Gaute Hovtuns perspektiv.

Videoressurser

Eksempel pa video fra gjennomfering i klasse-
rommet: https://www.youtube.com/watch?v=-

HKTCHOPryl

[=];

Eksempel pa video fra serien «Hvordan
gjor jeg det?»: https://www.facebook.com/
watch/?v=629296621641356

Ofsf{0

[=]
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Opsal, Smestad

Norske laereplaner (del 4)

I tre artikler har vi diskutert norske leereplaner
fra 1739 fram til 1970-arene (Opsal & Smestad,
2022, 2023a, 2023b). I denne fjerde og siste
artikkelen diskuterer vi leereplanene fra 1987
fram til i dag.

Leereplanene i 1987, som kom bare 13 ar etter
M74, innledet en periode med hyppige skifter
av leereplan (M74-M87-L97-LK06-LK20). I disse
nesten 50 arene har det vert flere elever som har
opplevd leereplanskifter, enn elever som har gatt
under samme leereplan i hele sin skolegang.!

m87

M87-planen var knyttet til grunnskoleloven
fra 1969. Imidlertid var lovgrunnlaget noe
annerledes enn for 1974-planen, siden lov om
spesialskoler ble opphevet i 1975 og flere barn
dermed skulle ga i grunnskolen. M87 la blant
annet vekt pa likestilling, samiske elever og
spraklige minoriteter. Fagplanene var organi-
sert i tredrsplaner, med hovedemner, delemner
og stikkord. Tanken var at arsplaner skulle lages

Hilde Opsal
Hegskulen i Volda
ho@hivolda.no

Bjorn Smestad
Hegskulen i Volda
smestadb@hivolda.no
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Ml

Undsfvikninges | matemalikk skal 1a sikic pd
4 B elsvens mnakl | gropslogiende emner o moloder | matematikk i
samsvar med deres forutsetninger
§ wivikle clevesss kunmakaper of lendigheter shk at de ser ph matematikk
som of nyitig rocdskap ndr de skal lese problemer i daghiglives og 1
yrkessammenheng
4 oppive clevenes ovne Gl logisk tenkning og ol A arheide systematick og
nvaktig
4 selic chovene i stand 1l selv i bearbeide data of vurdere informasgon slik
at de kan ts wnsvarlige svgioreler
& ta vare i o wivikle levenes fantaci og skaperghede
& stiomubere elevene Gl 4 hjelpe o respekiere hverandee og ol 4 gi sammen
om I lase oppgaser

Figur 1: Malene for faget i matematikkplanen i 1987
(s. 194).

lokalt. For norsk, engelsk og matematikk var det
dog laget nasjonale veiledende arsplaner (s. 40).

Selve fagdelen om matematikk var pa bare ti
sider. Malene for faget framgar av Figur 1. De
fleste malene var tradisjonelle, mens vekten pa
elevenes fantasi og skaperglede var ny. De fleste
hovedemnene var ogsa tradisjonelle, men det
var et sterkt signal at problemlosning ble fram-
hevet som et eget hovedemne som ogsé skulle
«vere en del av all matematikkoppleering»
(s. 195). Datalcere var et annet nytt hovedemne.
Her var det lagt vekt péa algoritmebegrepet
og tilknytning til problemlgsning. De andre
hovedemnene var tall, tallregning, maling og
enheter, prosent, geometri, statistikk, personlig
okonomi og samfunnsekonomi og algebra og
funksjonslcere. Her ble det altsé lagt til flere nye
temaomrader, men det er vanskeligere & se hva
som er nedprioritert. Det kunne vert inter-
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Larestoffet kan introduseres ved at elevene forst underseker og eksperimen-
terer i ¢t godt tilrettelagt leringsmilja, og/eller ved at lereren viser og forklarer.
Det bar benyttes et enkelt og lett forstdelig sprik; matematiske faguttrykk kan
introduseres etter hvert. Elevene bar oppmuntres til & forklare hvordan de
tenker ndr de leser oppgaver, og til selv d lage oppgaver. For 4 oke elevenes
innsikt og forstielse md det viere hyppige samitaler og diskusjoner i samlet
klasse eller i smagrupper. Videre ovelse skjer ved at elevene fir individuelt
tilpassede oppgaver og utfordnnger. Alle elever ma bli respektert néir de
arbeider ut fra de evnene de har. Innlerte ferdigheter og innsikt ma vedlike-
holdes og styrkes. Det bor legges vekt pd 4 trekke inn stoff fra elevenes
dagligliv og milje, og fra andre fag. Hjemmearbeid kan vere praktiske

oppgaver, observasjoner og innsamling av data,

presentert (s. 154-156).
Denne delen ble avsluttet
med en form for oppsum-
mering som sa hvordan
elevene skulle arbeide med
matematikkfaget (Figur 3).
Arbeidsmatene var fortsatt
preget av undersokelse og
samtaler.

I beskrivelsen av

Figur 2: Beskrivelse av arbeidsmaten i faget i matematikkplanen i 1987 (s. 195).

essant med en mer detaljert analyse for & se i
hvilken grad det er noe som blir nedprioritert
i planene nir nye temaer innfores i matema-
tikkfaget. Det er imidlertid utenfor rammene
av denne artikkelen.

Arbeidsmatene (Figur 2) liknet dem vi sd i
M74, hvor undersegkelser og samtaler sto sen-
tralt i faget. Igjen ser vi hvordan lereplaner
gjennom tidene har skissert andre arbeidsfor-
mer enn dem som i dag kalles de tradisjonelle
arbeidsformene.

L97

Den mest gjennomgripende endringen i laere-
planen som kom i 1997 (L97), var overgangen
til tidrig grunnskole. Dette ble gjort ved 4 flytte
skolestarten til et ar tidligere (mens overgan-
gen fra 7- til 9-arig skole ble gjort ved a legge pa
flere skoleér pa slutten). Mange fryktet at dette
ville gjore at 5-6-aringene’ ville bli mott av den
tradisjonelle skolehverdagen. Men intensjonen
var at 1. klasse skulle ta opp i seg det beste fra
béde skole og barnehage - ikke minst skulle det
legges stor vekt pé leken.

L97 inneholdt en omfattende del som
omhandlet prinsipper og retningslinjer for opp-
leeringen i grunnskolen (s. 55-88). I denne delen
ble ogsd arbeidsméter vektlagt: «Laereplanane
for faga legg vekt pa at elevane skal vere aktive,
handlande og sjelvstendige. Dei skal fa leere ved
a gjere, utforske og prove ut i aktivt arbeid fram
mot ny kunnskap og erkjenning» (s. 75). I mate-
matikkdelen av L97 var ogsé arbeidsmadter i faget
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malene for matematikk-

faget inngikk blant annet
holdninger, matematikk som redskap, fantasi,
undersgkende og problemlpsende aktivitet,
kommunikasjon, sammenhenger og struktu-
rer og matematikkens historie. I tillegg hadde
leereplanen maél for hvert hovedtrinn i skolen
(smaskole-, mellom- og ungdomstrinnet). Mate-
matikkplanen tok utgangspunkt i et konstruk-
tivistisk leeringssyn: Under arbeidsmater angis
det at elevene selv konstruerer sine matematiske
begreper (s. 155).

Ll 4 arbeide praktisk o {3 konkrele erfaringer

* Junderseke og utforske sammenhengen, inne manstre
o lese probiemer

s 4 fortelle og samtale omomatematikk, & skrive om arbeidet
o formulers resultater og lesninger

o ave pd ferdigheter, kunnskaper og prosedyner

L] 4 resonnere, begrunng og trekke slutninger

= samarbeide om b lese oppgaver og problemer

Figur 3: Om arbeidsmater i faget fra L97 (s. 156).

Hovedtemaer for smaskoletrinnet var mate-
matikk i dagliglivet, tall og rom og form. For
mellomtrinnet var rom og form byttet ut med
geometri, og en hadde i tillegg fatt hovedtemaet
behandling av data. Ungdomstrinnet hadde
disse hovedtemaene: matematikk i dagliglivet,
tall og algebra, geometri, behandling av data og
grafer og funksjoner. Algebra og funksjoner var
temaer bare pa ungdomstrinnet.

For hvert klassetrinn var det oppgitt hva
elevene skulle arbeide med, oppdage, prove &
lage, bruke, eksperimentere med osv. Noen av
momentene var tydelige, og andre var kan-
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skje litt mer uklare. For eksempel var dette et
leeringsmal for elever i 5. klasse under matema-

tikk i dagliglivet:

I opplaeringen skal elevene formulere og lose
matematiske oppgaver i forbindelse med
hobbyer og fritidsaktiviteter.

Dette leeringsmélet kan inneholde béde lett og
avansert matematikk innenfor mange ulike
matematiske omrader alt etter hvilke hobbyer
og fritidsaktiviteter elevene kan tenkes a ha. Et
annet leeringsmal for elever i 7. klasse star under
tall:

I oppleeringen skal elevene arbeide med addi-
sjon og subtraksjon av negative tall.

Dette leeringsmélet er mer tydelig.

LK06

I Kunnskapsleftet (LK06) hadde en for forste
gang en felles leereplan for grunnskole og vide-
regdende opplaring, fra 1. til 13. klasse.

Til forskjell fra L97, der det ble beskrevet
hva elevene skulle arbeide med, hadde LK06
bare kompetansemal. Disse kompetansema-
lene anga hva elevene skulle kunne etter endt
oppleering pa de ulike trinnene. Matematikk
hadde kompetansemal etter 2., 4., 7. og 10. trinn
i grunnskolen. I tillegg hadde en ogsa innfort
grunnleggende ferdigheter som skulle vare en
forutsetning for videre utvikling og leering i de
ulike fagene (s. 39). De fem grunnleggende fer-
dighetene var a kunne regne, lese, uttrykke seg
muntlig, skrive og bruke digitale verktoy. Alle
de grunnleggende ferdighetene var knyttet til
literacy, som er beskrevet som «ferdigheter i &
identifisere, forsta, tolke, skape og kommuni-
sere» (Alseth, 2005, s. 18).

Matematikkdelen av LK06 var pa totalt 13
sider, der bade formalet med faget, hovedom-
rdder i faget, timefordeling, beskrivelse av de
grunnleggende ferdighetene og kompetan-
semdlene for alle arstrinnene (fra 2. klasse til
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videregdende oppleering) inngikk. I teksten om
formélet med faget var det lagt vekt pd sam-
funnets behov, bade for at borgere kan delta i
demokratiet, og for at matematisk kompetanse
er noe samfunnet trenger. Men det ble ogsé lagt
vekt pa den enkeltes behov for allmenndanning
og grunnlag for livslang leering.

Hovedomradene for faget i grunnskolen
var tall og algebra, geometri, mdling, statistikk,
sannsynlighet og kombinatorikk og funksjoner.
Médlene skulle altsé formuleres som kompe-
tanser, og arbeidsmatene skulle vaere opp til
leereren. Men en del av malene var innflekte og
hadde i tillegg klare innslag av det som tidligere
ville veert kalt arbeidsmater. Et eksempel: Mal
for oppleeringa er at eleven skal kunne

utforske, eksperimentere med og formu-
lere logiske resonnement ved hjelp av geo-
metriske idear, og gjere greie for geometriske
forhold som har saerleg mykje a seie i tekno-
logi, kunst og arkitektur (s. 64)

Allerede i 2013 kom det en revidert versjon av
LKO06, hvor malet var & gjore de grunnleggende
ferdighetene tydeligere og med noe mer algebra,
ogsa pa barnetrinnet. Vi gar ikke naermere inn
pa disse endringene i denne artikkelen.

LK20
De overordnede slagordene i laereplanen som
kom i 2020, er dybdelering og et verdiloft. Tre
tverrfaglige temaer blir prioritert: folkehelse og
livsmestring, demokrati og medborgerskap og
beerekraftig utvikling. Bare de to forste av disse
blir knyttet til matematikkfaget. De grunnleg-
gende ferdighetene blir viderefort fra LKO06.
Laereplanen har et eget avsnitt om Fagrele-
vans og sentrale verdier, hvor fagets hvorfor blir
knyttet til & forstd sammenhenger i samfunnet
og naturen, utvikle presist sprak, forberede elev-
ene pa samfunn og arbeidsliv og pa & gjere egne
valg. Elevene skal ogsa bli bevisste pa sin egen
leering.
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Mal for oppleeringa er at eleven skal kunne

e ordne tal, mengder og former ut fra eigenskapar, samanlikne dei og
reflekiere over om dei kan ordnast pa fleire matar

Stette 1il kompetansemdlet (=)
Kjerneelement

Resonnering og argumentasjon Representasjon og kommunikasjon

Progresjon

| Dette kompetansemalet

}

J" MATO1 3.trinn |

M3l for opplaringa er at eleven skal kunne
beskrive likskap og ulikskap | samanlikning av storleikar, mengder,
utirykk og tal og bruke likskaps- og ulikskapsteikn

® ytforske likevek! 0g balanse i prakliske siluasjonar, representere defte
pa ulike matar og omsetje mellom del ulike representasjonane

de forste trinnene (hvor for
eksempel kommutativ og
assosiativ egenskap nevnes
eksplisitt). Det er vesent-
lig flere kompetansemal i
LK20 enn i LK06, samtidig
som de er apnere i formu-
leringene. Som i LK06 skal
bruken av kompetansemal
i teorien gi frihet til leere-
ren i hvordan mélene skal
nds. Imidlertid er sveert
mange av malene av typen
«eleven skal kunne utforske

..», noe som legger opp
til utforskende undervis-
ningsformer (i likhet med
sveert mange andre av laere-
planene vi har beskrevet). I

Sjd alle kompetansemdla for 3. trinn

tillegg er spiralprinsippet
tonet ned - det er ikke
lenger slik at man meter de

Figur 4: Visning av et leereplanmal i LK20.

Alle fag skulle definere noen kjerneelementer
i LK20, og for matematikk ble kjerneelementene
inspirert av Niss og Jensens (2002) modell for
matematikkompetanse. Kjerneelementene er
Utforsking og problemloysing, Modellering og
anvendingar, Resonnering og argumentasjon,
Representasjon og kommunikasjon, Abstraksjon
og generalisering og Matematiske kunnskapsom-
rdde.

Matematikkfaget er det eneste faget som
fikk kompetansemal for alle arstrinn (bortsett
fra 1. trinn). I motsetning til mange tidligere
planer blir ikke lenger de matematiske kunn-
skapsomradene (som geometri) brukt som over-
skrifter i listene over kompetansemal. Innholds-
messig er den storste endringen at programme-
ring har kommet inn som en del av matema-
tikkfaget, med egne kompetansemal indirekte
pé 2.-4. trinn og eksplisitt fra 5. trinn og opp-
over. Algebraisk tenkning blir igjen tydelig pa
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fleste temaer hvert ar. For
eksempel er geometrien pé
ungdomstrinnet i hovedsak
lagt til 9. trinn. Pa slutten av teksten om hvert
arstrinn star et par avsnitt om underveisvurde-
ring, som understreker situasjoner hvor elevene
viser sin kompetanse i lopet av undervisningen.
Ogsa disse inneholder formuleringer som i tidli-
gere tider ville veert tatt med som arbeidsmater.
LK20 er den forste leereplanen der primeer-
utgaven ligger pé nett, som et interaktivt doku-
ment med mange funksjoner. For eksempel kan
man til hvert enkelt leereplanmal se hvilke kjer-
neelementer som Utdanningsdirektoratet mener
er spesielt relevante for dette kompetansema-
let, og hvilke mal de mener mélet bygger pa og
danner grunnlag for. I Figur 4 har vi gjengitt det
forste kompetansemalet i planen (for 2. trinn).

Nye temaer

Inspirert av en tabell i Smestad og Fossum
(2019) kan vi oppsummere hvordan innholdet
i faget regning/matematikk har utviklet seg i
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leereplanene vi har sett pa - i grove trekk (se
Tabell 1). Fem av kolonnene er fra Smestad og
Fossum, men her har vi valgt & sld sammen
radene for geometri og maling.

Tabell 1 kunne vert laget annerledes, for
eksempel kunne flere av kjerneelementene i
LK20 veert tatt med. Inntrykket er uansett at
faget i lopet av perioden har blitt mer og mer
sammensatt.

Avsluttende kommentarer
Et formal med & skrive disse artiklene om
norske leereplaner i matematikk — med vekt pa
a holde oss tett pa leereplantekstene — har veert
a4 oppmuntre til & oppseke originaltekstene,
istedenfor & stole pé forenklede framstillinger.
Naturligvis er var framstilling ogsa forenklet,
men det ber vere lett 4 ga inn i planene selv
for & fa et mer nyansert syn. Og siden alle nye
leereplaner markedsfores med slagord om hva
som er nytt og spennende i de nye planene, er
det nyttig a kjenne til tidligere planer og se at
det er mye som ikke er nytt.

For eksempel kan det vare overraskende
a se at konkretiseringsmateriell har veert s
sterkt vektlagt i matematikkundervisningen
allerede pa 1800-tallet. Vekten pa utforsking i
de nyeste planene har sine forlgpere i hvert fall

1739 1889 1922/5 1939
Tall og tallregning X X X X
Geometri og maling X X X
Algebra og likninger
Funksjoner
Privatekonomi X X

Mengdelzere
Problemlosning
Statistikk

Sannsynlighet og
kombinatorikk

Datalaere

siden 1930-arene. Mange av elementene i dyb-
deleeringsbegrepet finner vi igjen i planene langt
tilbake i tid. Vekten pa algebraisk tenkning, for
eksempel med eksplisitt vekt pa kommutativ
og assosiativ lov fra tidlige klassetrinn, hadde
vi i Norge alt i 1971. Og man kan kanskje tro
at leereplanene vi har i dag, er basert pa mate-
matikkdidaktisk forskning, men det var i 1939-
planen leereplanene faktisk inneholdt referanser
til forskning. Og alternativ 2 i 1971-planen, som
innferte moderne matematikk med blant annet
mengdelzere, var nok den planen som hadde
veert gjenstand for den mest omfattende for-
soksvirksomheten, nasjonalt og internasjonalt.
Ideene om hva matematikkfaget tradisjonelt har
veert i Norge, kan derfor bli litt justert nar vi
sammenlikner med de konkrete leereplanene.
Barn i dag har mer matematikk hvert ar enn
noensinne (sa lenge vi ikke sammenlikner med
byguttene som fulgte 1925-planen), og den obli-
gatoriske skolegangen er blitt tidrig. Men antal-
let temaer som skal behandles, har okt, og det
er vanskelig & finne mange eksempler pa emner
som har forsvunnet. Om dette skyldes at under-
visningsmetodene og leerernes kompetanse har
okt sa kraftig at elevene klarer & leere mer og
mer, om det er elevene som har blitt stadig
bedre til a leere, eller om det tvert imot har blitt

1971

Tabell 1: Oppsummering av hvordan innholdet i faget har utviklet seg 1739-2020.
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1960 1974 1987 1997 2006 2020
Alt. 2

X X X X X X X

X X X X X X X

X X X X X X X

X X X X X X X

X X X X X X
X

X X X X

X X X X X

X X X

X X
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mindre dyp leering av de enkelte temaene, er en
stor diskusjon som det neppe er mulig a kon-
kludere om - i hvert fall ikke i denne artikkelen.

Vi har i denne artikkelserien dessuten bare
sett pa leereplanene. Et annet sporsmal er hva
som skjer i klasserommene. Studier av leerebe-
kene eller leererveiledningene kan gi et annet
inntrykk. Enda et annet inntrykk far man kan-
skje ved a studere eksamenene, som sier noe om
forventningene myndighetene har til elevenes
kunnskaper, og som sender et signal til leererne
om hva de virkelig ma legge vekt pa. Bade laere-
planer, leereboker, leererveiledninger og eksa-
mensoppgaver er altsa spennende kilder for a
kaste lys over fortidas matematikkundervisning.

Noter

1 En side med lenker til alle leereplanene vi ser pd i

denne artikkelserien, ligger her: https://www.tan-
genten.no/laereplaner

2 Navnet «seksarsreformen» har blitt sittende pa refor-
men, siden elevene skulle starte pa skolen det aret
de fylte seks, istedenfor det aret de fylte sju. Men det
innebar naturligvis at de yngste som startet skolen i
august, var bare litt over fem og et halvt, mot seks og
et halvt fer reformen.
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Christensen

Indbrud 1 borgen

Et arbejde med breker, sandsynlighed og simpel
programmering pa tre forskellige argange ud fra
samme problematik: Indbruddet i borgen. Med
eleven som malrettet og kreativ producent mun-
dede arbejdet til slut ud i en simpel spilprogram-
mering i GeoGebra.

Crash og indbruddet i borgen, 4. b’s historie
om Crash

altid, det er interessant at arbejde med den
samme problemstilling pa flere klassetrin og se
pé forskelle og ligheder mellem, hvordan ele-
verne griber opgaverne an, hvad der giver dem
problemer, og ikke mindst hvilke spargsmal og
udbygningsidéer de bringer pa banen i deres
arbejde og undersogelser.

Mur - sandsynligheder

En modig og dristig Crash skal bryde ind i en
borg. Crash steder pa forskellige mure under-
vejs, hvori der er flere dore, som han kan velge
imellem. Desverre for Crash ser derene ens
ud, men nogle af dem er forsynet med alarmer,
mens andre ikke er; sakaldte rede og grenne
dere. Da derene er helt ens at se pa, méa Crash
hébe pa sit held og velge derene tilfzeldigt. Hvor
stor er chancen for, at Crash kommer helt ind i
borgen og far fingrene i skatten, der gemmer sig
i borgens inderste?

Historien var oplegget til et arbejde med
kombinatorik og sandsynlighed i mine mate-
matikklasser pé 4., 6. og 8. klassetrin. Jeg synes

Nanna Filt Christensen
Taastrup Realskole
nanna@comeby-shelties.dk

Tidligere publisert i Matematik, nr. 3, 2018.
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Det forste arbejde startede med brekerne, der
horte til de enkelte mure. En mur med 5 dore,
hvoraf 2 er grenne (uden alarmer), og 3 er rode
(med alarmer), giver Crash en sandsynlighed pé
2 ud af 5 for at passere uden at seette alarmen i
gang. Disse »mur-sandsynligheder« regnede vi
om til decimaltal (0,40) og procenttal (40 %).
Dette var repetition for 6. og 8. klasse og relativt
nyt for 4. klasse, der i samme omgang arbejdede
med at forleenge og forkorte breker.

Borgdesign og procentmal
Ret tidligt i forlebet satte jeg klasserne til selv
at designe borgene. De fik udleveret et A3-ark,
hvor de tre mure og skatten var indtegnet pa for-
hénd, men uden at antallet af dore var bestemt.
Til at repreaesentere dere brugte vi centicubes i to
forskellige farver pr. borg og ikke nedvendigvis
rode og grenne.

I forste omgang designede eleverne nogle
tilfeldige borge og regnede den samlede sand-
synlighed ud for at passere alle de tre mure uden
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Figur 1: A3 med fortrykt borg og skat. Centicubene er
derene.

at saette alarmer i gang. Dette gjorde de ved at
gange de tre breker, der individuelt beskrev
sandsynligheden for at passere hver enkelt mur.
Kort efter skrev jeg et procentmal op pa tavlen,
fx 17 %. Elevernes opgave var nu at designe
borgen med de tre mure, siledes at Crashs sam-
lede vinderchance naermede sig 17 % si godt
som muligt. Det var et krav, at alle mure skulle
have mindst én red og én gren der. Nar en elev
eller en elevgruppe havde nermet sig de 17 %,
skrev de deres resultat op pé tavlen med navn(e)
pa. Sa kunne de andre elever »jagte« at naerme
sig 17 % mere praecist. I 4. klassen affodte det en

s ] o T A e

diskussion om decimaltals indbyrdes placering.
Hvem var teettest pa 17 %, nar den ene gruppe
havde 16,8 %, og den anden havde 17,4 %? 1 6. og
8. klasse gik der hurtigt sport i at ramme sand-
synlighederne helt praecist ved at finde divisorer
i forskellige tal. Af samme grund valgte jeg pro-
centmal, der var primtal, saledes at det var rela-
tivt sveert at gange sig frem til det praecise mal.

Preecise lgsninger

17 % kunne fx fas ved at have tre mure med

1 4 1
gronne dere fordelt saledes: 17 , —og —. Ved
20 5 4

at multiplicere de tre broker med hinanden giver
det uforkortet % som forkortes til 17 _ 17 %.
For at ramme det matte eleverne lave 17 % om
til brek (%) og derefter forleenge broken, sa

der kom flere divisorer i teelleren. I dette tilfaelde

klarer to fordoblinger arbejdet: 17 31 68

100" 200~ 400
68 faktoriseres til 17-4- 1, og 400 faktoriseres til

20-5-4. Man skal rent praktisk serge for, at hver
»teeller-faktor« hele tiden har en »naevner-fak-
tor-makker«, der er storre end den selv. Man
kan jo ikke have 4 dere, hvoraf 6 er grenne ...!
Denne problematik viste sig seerlig drilsk ved
heje primtalsprocentmal, fx 87 %. Prov selv!

Figur 2: Crash tilkaldes og veelger tilfeeldigt mellem de mange vagter.

26

1/2024 tangenten



Liveudgave i skolegarden
Minusgrader eller ej, sa havde 4. klasse en lek-
tion i skolegarden, hvor de udferte »spillet« med
sig selv som brikker. En var sakaldt Puppet-
master, én var Crash, og resten var vagter ved
derene. Crash vendte ryggen til, mens Puppet-
master udstyrede vagterne med rede og grenne
kort, som vagterne gemte pa ryggen; nu var de
enten bestukkede (grenne) eller loyale (rede).
Puppetmaster placerede derefter vagterne stra-
tegisk pa nogle kridtstreger, der symboliserede
de tre mure. Crash blev tilkaldt og skulle nu for-
soge at aflaese vagternes mimik og finde vej ind
gennem de tre mure ved at valge en bevogtet
dor, sperge vagten om tilladelse til at passere
og sa afvente enten positivt eller negativt svar.
Nogle Crash-elever kom igennem til skatten
og kunne efterfolgende se pa borgens opbyg-
ning, om det havde vearet en sver eller en let
bane, vurderet ud fra et overslag pa murenes
sandsynligheder. Nogle Puppetmaster-ele-
ver gik meget strategisk efter at lave meget
svaere borge, mens andre neje valgte de mest
skumle kammerater ud til at veere de bestuk-
kede (grenne) vagter. Eleverne var meget bidt
af det, og de var ikke parate til at ga med ind fra
kulden. Jeg har for arbejdet med sakaldte »elev-
animationer, hvor eleverne med sig selv anime-
rer nogle bestemte scenarier, vi arbejder med.
Det giver ofte en god, grundleggende forstielse
for, hvad opgaven handler om, og kan betragtes
som en made at arbejde med modellering i faget.
Elementet omkring spilstrategi kom ogsa forst
pé banen her, da det foregdende arbejde ikke
havde omhandlet et spil som sidan, men blot
breker og sandsynligheder.

Mere komplicerede borge og brekaddition

Inden dere blev borgene nu mere avancerede, og
vi implementerede en skillevaeg lodret mellem
to af de vandrette mure, siledes at man matte
beregne sandsynligheden for hhv. at komme
godt i mél venstre eller hgjre om skilleveeggen
separat og derefter addere de to sandsynlighe-
der. I disse additioner var det ofte nedvendigt
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Figur 3: Lodret skillevaeg mellem mur 1 og 2. Den
samlede vinderchance er pa 12 %, 6 % venstre om og
6 % hojre om skillevaeggen. Der er 3 gode veje ud af 50
venstre om, og 6 gode veje hgjre om ud af 100.

for eleverne at finde feellesnavner forst. Alter-
nativt skulle brekerne omregnes til procenttal
inden additionen. Gode elementzre gvelser i
brekregning.

Eleverne regnede ogsa antallet af brugbare
veje ud fra start og ind til skatten, et fint arbejde
med kombinatorik og en ovelse, der i sine
simple udgaver ogsa kunne illustreres med teel-
letraeer. I 6. og 8. klasse kom der lobende mere
avancerede borge med flere skilleveegge fordelt
mellem endnu flere mure. Eleverne matte holde
tungen lige i munden i forhold til, hvor breker
og sandsynligheder skulle adderes, og hvor de
skulle ganges. Klassisk hjernevrider, hvorvidt
der er tale om et »enten-eller«-scenarie eller et
»bdde-og«-scenarie? Fortsat var de to eldste
klasser meget opsatte pa at finde preecise los-
ninger til de givne procentmal. I scenarierne
med procentmal pa store primtal (selvsagt
under 100 %) métte eleverne ogsa ud i mure
med absurd mange dere for at f4 brekerne til
at antage helt eksakte veerdier. I tilfeelde med
eksempelvis 6840 dere sad eleverne kun med
papir, blyant og lommeregnere og modellerede
altsa ikke laengere med centicubes. Her blev det
»hardcore brekregning« og malsegning ved
eksakte beregninger. Fedt at se!
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Prev igen

Fangeskab

Figur 4: Luna i 6. klasse valgte flere forskellige dere og to skilleveegge mellem mur 1 og 2.

Spilprogrammering i GeoGebra
Efter dette grundlaeggende arbejde med breker,
kombinatorik og sandsynlighed valgte jeg til
sidst at indleegge et arbejde med simpel spilpro-
grammering i GeoGebra, hvor malet var at lave
en spilbar udgave af »Indbrud i borgen«. Andre
skulle prove at gennemfore og efterfolgende
beregne vindersandsynligheden pé elever-
nes feerdige filer. Pa den made kunne klassens
mange forskellige borge til slut ranglistes efter
sveerhedsgrad, baseret pa Crashs vinderchance
— eller mangel pa samme ...!

I GeoGebra oprettede eleverne to skydere,
a og b, der angav Crash-punktets koordinater.
Crash-punktet blev blot defineret som (a, b).
Derefter var der en tid med frit slag pa kreativi-
teten og ideernes legeplads, hvor eleverne byg-
gede deres borge op med mure, dere, vagter og
skatte. Nogle elever valgte at bruge GeoGebras
knapper som dere, mens andre fandt billeder af
forskellige dore og satte ind. Programmeringen
pa derene var dog ens. Enten var programme-
ringen, at Crashs koordinatseet (a, b) blev sat
til nogle veerdier, der forte Crash videre ind i
borgen - eller ogsa at a og b blev sat til veer-
dier, der forte Crash tilbage til start eller veerre
endnu, i feengsel!
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Igen kunne man ikke se pa derene/knap-
perne, om de var passérbare eller ej, sé tilfeel-
det og elevernes strategier og tanker afgjorde,
hvor-vidt Crash var heldig eller uheldig. Nogle
elever udvidede deres programmering af borgen
med fine detaljer som fx politimaend, der var
programmeret til at vise sig, nar Crash valgte
en forkert dor eller en lykenskningstekst og -bil-
lede, der dukkede op, nar Crash-punktet endelig
befandt sig i borgens inderste ved skatten.

Eleven som malrettet og kreativ producent

I denne arbejdsproces udnyttede eleverne deres
store kendskab til GeoGebra og dermed pro-
grammets tekniske lettilgeengelighed for dem
til at udarbejde endnu en matematisk model pa
scenariet, »Indbrud i borgen«. I positionen som
maélrettet og kreativ producent havde eleverne
i hoj grad frihed til at hitte pa og komplicere
opgaven yderligere, mens de samtidig var palagt
en meget konkret opgave i hver iser at produ-
cere en ferdig borg, hvor »spillereglerne« og
baggrundshistorien var ens for alle.

Elevprodukter som leeringsresurse
De ferdige produkter blev brugt som opgaver
til resten af klassen, da filerne deltes indbyr-

1/2024 tangenten



des i klassen i OneNotes Samarbejdsomréide
(Office365). Eleverne skulle eksperimentere
sig frem til opbygningen af hinandens borge
og efterfolgende beregne borgens vindersand-
synlighed. Eleverne imellem blev der udveks-
let erfaringer og ideer i arbejdet med borgene
— béde fagligt og programteknisk. Nogle elever
havde for eksempel lavet en Crash-avatar, sa
Crash ikke blot var et punkt. Dette var gjort
ved at indsette et billede af avataren og deref-
ter programmere billedets to frie hjernepunk-
ter til at veere beliggende hhv. lidt til venstre og
lidt til hejre for Crash-punktet, der stadig matte
oprettes.

De mange modeller for det samme scena-
rie gav mig mulighed for at stille mange for-
skellige opgavetyper til eleverne ud fra det
samme grundproblem og de samme matema-
tiske leeringsmal. Noget var som naevnt meget
»hardcore, eksakt brekregning« med konkrete
resultatmal, mens andet overlod eleverne til en

kreativ designopgave. At elevernes produkter
i sidste ende skulle anvendes som nye opgaver
og dermed leeringsresurse for klassekammera-
terne var motiverende for eleverne, og i gvrigt
noget jeg praktiserer ofte af samme grund. Nar
jeg kan opna sa stor inspiration fra mine elever,
hvilken inspiration kan de s ikke fa indbyrdes
fra hinanden? Med hinanden som maélgruppe
teenker eleverne over, hvordan de vil fange deres
»leesere« med speendende elementer og serlig
innovative lgsninger. Heldigvis er bern ikke
seerlig neerige med deres viden, og jeg oplever
ofte elever stolte dele ud af deres erfaringer og
ekspertise — og selv gore det samme. Enkelte
dage ma man som lerer se sig teknisk under-
legen — det giver mig et lille men stolt smil pa
laeben — og blod pa tanden til selv at leere mere.
Flere elevprodukter og info om simpel spil-
programmering i GeoGebra kan ses pd min
hjemmeside: www.nannafiltchristensen.dk

Fra arkivet

Bruk alle sifrene fra 1 til 9. Skriv ett siffer i hver
sirkel, slik at summen blir riktig.

O O O
+O O O
O O O
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I Tangenten 1/2014 undersokte Kai Forsberg
Kristensen hvordan man kan finne alle mulige
lgsninger av denne oppgaven - med og uten di-
gitale hjelpemidler.

Les denne artikkelen og andre godbiter fra Tan-
gentenarkivet pa tangenten.no
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Aslaksen, Kirfel

Utforskende oppgaver med
tredjegradskurver

Innledning

I en artikkel i forrige nummer (Aslaksen &
Kirfel, 2023) prevde vi & utkrystallisere mulige
forskjeller i losningsprosessen for utforsknings-
oppgaver og problemlasningsoppgaver. Begge
deler er godt forankret i leereplanens kjerne-
elementer. Mens losningsprosessen for pro-
blemlgsningsoppgaver folger Polyas fire steg,
vil arbeidsprosessen for utforskende oppgaver
la seg beskrive ved andre karakteristika der for
eksempel eksperimentering spiller en mye vik-
tigere rolle. I den forrige artikkelen foreslo vi
folgende steg for & beskrive arbeidsprosessen
ved utforskende oppgaver:

1. Eksperimentere med materialet

2. Beskrive det man ser og eventuelt se mon-
stre og formulere hypoteser

3. Forklare hvorfor det skjer

4. Gavidere med utvidete spersmal og even-
tuelt se ssmmenhenger med andre temaer

Helmer Aslaksen
Universitetet i Oslo
helmer.aslaksen@ils.uio.no

Christoph Kirfel

Universitetet i Bergen
christoph.kirfel@uib.no
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Vi presenterte en utforskningsoppgave med
parabler, der elevene gjennom eksperimenter
med parameterne kunne iaktta, beskrive og for-
soke & forklare det de observerte. Slik kunne de
komme frem til hypoteser og muligens utvide
oppgaven og stille egne spersmal.

I denne artikkelen ber vi elevene studere
polynomer av tredje grad. Ogsa her er vari-
asjon av parameterne et tema. Her finner vi
flere karakteristiske punkter, linjer, arealer og
forhold mellom sterrelser som kan studeres.
Derfor er oppgavene mer omfattende enn ved
parablene. Noen av dem involverer arealer,
som herer naturlig hjemme i Vg3, men siden
vi bruker GeoGebra, kan de ogsa brukes tidli-
gere. I begge tilfellene, ved parablene og tredje-
gradskurvene, vil eksperimentene med parame-
terne starte arbeidsprosessen. Observasjonene
under disse eksperimentene vil gi anledning
til & formulere hypoteser som si kan behandles
med algebra for & fa avkreftende eller bekref-
tende svar.

Forberedelser

I denne artikkelen onsker vi & undersoke
tredjegradspolynomer og  karakteristiske
punkter og egenskaper ved dem pa samme
mate som vi betraktet annengradspolynomer
med sine karakteristiske ekstremalpunkt i for-
rige artikkel. Ikke alle tredjegradskurver har
topp- og bunnpunkt, men man kan vise at hvis
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y =Ax*+ Bx? + Cx + D er slik at den deriverte
y' = 3Ax? + 2Bx + C har to reelle nullpunkter,
sé vil grafen ha to ekstremalpunkter. Dette skjer
hvis (2B)* - 4(3A)C = 4(B* - 3AC) > 0. Bemerk
at sterrelsen B> - 3AC har noenlunde samme
struktur som diskriminanten > - 4ac til et
generelt annengradspolynom. I denne artikke-
len vil vi se pa tredjegradskurver med ekstre-
malpunkter. Siden alle tredjegradskurver har
et vendepunkt, har vi né allerede tre karakte-
ristiske punkter for tredjegradskurver, men vi
kommer til & se at det finnes flere karakteris-
tiske punkter, linjer, arealer og forhold mellom
storrelser ved disse kurvene. For & kunne stu-
dere disse karakteristiske storrelsene er kur-
vens plassering i koordinatsystemet uvesentlig.
De karakteristiske punktene for en kurve og en
tilsvarende kurve som bare er forskjovet, er de
samme. Derfor kan vi ga ut fra at var tredje-
gradskurve er plassert med vendepunkt i origo.
Da blir den symmetrisk rundt origo, og forme-
len blir ogsa en del enklere enn den generelle

y=Ax’+Bx*+ Cx +D.

Gar kurven gjennom origo, ma D = 0, og skal
vendepunktet med y" = 6Ax + 2B = 0 ogsé ligge
i origo, mé 2B = 0, som gir B = 0. Da far funk-
sjonsuttrykket formen y = Ax* + Cx.

Hvis kurven y = Ax® + Cx skal ha ekstremal-
punkter, ma likningen y'(x) = 3Ax* + C = 0 vaere

C
losbar, det vil si A ma veere negativ, dvs. A og

C mé ha forskjellig fortegn. Dette kan vi fi til
ved a skrive A = a og C = -b?a, slik at vi far

y=ax’ - ab*x = ax(x* - b?).

Vi kan né ogsa lese av nullpunktene -b, 0 og b.
Det er denne formen som er utgangspunkt for
de felgende utforskningsoppgavene. Da har
kurven toppunkt og bunnpunkt, og vende-
punktet ligger i origo. I tillegg ligger kurven
symmetrisk rundt origo, det vil si f(-x) = —f(x)
for alle x.
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Gitt et tredjegradspolynom pé& formen
y = ax(x* - b?. Vi betrakter na forskjellige
karakteristiske punkter, linjer, arealer og for-
hold mellom sterrelser ved disse tredjegradspo-
lynomene og ensker & finne ut hvilken effekt
variasjon av parameterne g og b har pa disse
karakteristiske egenskapene.

Oppgave 1) Maksimalpunktet kaller vi D. Fot-
punktet under D pa x-aksen kaller vi F. Dette
punktet F deler linjestykket mellom nullpunk-
tet A og origo i to deler. Finn forholdet mellom
disse delene! Hvordan endrer dette forholdet seg
ndr man varierer a eller b?

D

A B

=

Figur 1: Oppgave 1.

Oppgave 2) Maksimalpunktet kaller vi igjen D.
Vendetangenten skjeerer loddlinjen gjennom D i
punktet I. Finn forholdet mellom y-verdiene til
I og D! Hvordan endrer dette forholdet seg nar
man varierer a eller b?

A B

/

Figur 2: Oppgave 2.
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Oppgave 3) Finn forholdet mellom stignings-
tallene til vendetangenten og ekstremalpunkt-
forbindelsen for en tredjegradskurve. Hvordan
endrer dette forholdet seg nar man varierer a
eller b?

Figur 3: Oppgave 3.

Oppgave 4) Sammenlikn stigningstallet for
tangenten i de «ytre» nullpunktene med vende-
tangentens stigningstall. Hva skjer nar man
varierer a eller b?

Figur 4: Oppgave 4.

Oppgave 5) Arealet under kurven fra det ven-
stre nullpunktet A frem til origo deles i to deler
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gjennom en loddrett linje (parallell med y-ak-
sen) gjennom ekstremalpunktet D. Finn areal-
forholdet mellom disse delene! Hvordan endrer
dette forholdet seg nar man varierer a eller b?

O

Figur 5: Oppgave 5.

Oppgave 6) Arealet under kurven fra det ven-
stre nullpunktet frem til origo sammenliknes
med arealet av en trekant der hjernene er: ven-
stre nullpunkt A, origo B og ekstremalpunk-
tet D mellom disse. Finn dette arealforholdet!
Hvordan endrer dette forholdet seg nar man
varierer a eller b?

D

Figur 6: Oppgave 6.

Oppgave 7) Trekanten T dannes av x-aksen,
loddlinjen i nullpunktet A = (-b, 0) og vende-
tangenten. Trekantarealet sammenliknes na
med arealet under kurven mellom -b og origo.
Finn forholdet mellom disse arealene! Hvordan
endrer dette forholdet seg nar man varierer a
eller b?
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Figur 7: Oppgave 7.

Oppgave 8) Trekanten S dannes av x-aksen,
vendetangenten og nullpunktstangenten til A.
Sammenlikn trekantarealet med arealet under
kurven mellom nullpunktet A = (-b, 0) og origo.
Finn forholdet mellom disse arealene! Hvordan
endrer dette forholdet seg nar man varierer a
eller b?

N

Figur 8: Oppgave 8.

Oppgave 9) Speil vendetangenten om y-aksen.
Den speilete vendetangenten skjeerer kurven i
et nytt punkt P. Vis at integralet fra origo til
x-verdien til P alltid er null, det vil siat F, = F,.
Hvordan endrer dette seg nar man varierer a
eller b?

tangenten 1/2024
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Figur 9: Oppgave 9.

Oppgave 10) Nullpunktstangenten gjennom A
skjerer kurven i punktet L og y-aksen i punk-
tet R. Den speilte vendetangenten om y-aksen
skjeerer nullpunktstangenten til C i punktet G.
Hvordan ligger G i forhold til R og L? Hvordan
endrer dette seg nar man varierer a eller b?

4

L

Figur 10: Oppgave 10.
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Oppgave 11) Finn midtpunktet M mellom null-
punktene A = (-b, 0) og origo og finn ogsa det
tilherende kurvepunktet N loddrett over M.
Undersok tangenten gjennom N. Hvor treffer
denne tangenten x-aksen? Hva skjer om du
endrer a eller b? (Denne oppgaven fikk vi av
Hans Bie Lorentzen.)

Figur 11: Oppgave 11.

Som et eksempel skal vi gi et losningsforslag
for oppgave 3 som folger skjemaet for utforsk-
ende oppgaver (se Figur 3). Vi ensker & sam-
menlikne vendetangenten og ekstremalpunkts-
forbindelsen. Rettere sagt skal vi sammenlikne
stigningstallene til disse linjene. Etter at vi har
slatt inn y = ax?® — ab%x, spoer GeoGebra oss om
vi gnsker a opprette gliderne a og b. Det svarer
vi ja pa. Vi ber nd om kurvens skjaeringspunk-
ter med x-aksen og fir punktene A, B og C.
Vi «bestiller» na tangenten i punktet B som er
vendepunktet for kurven. Deretter sper vi om
stigningstallet til denne vendetangenten. Na
er det ekstremalpunktenes tur. Forst ber vi om
ekstremalpunktene for kurven og far punktene
D og E. Sa legger vi en forbindelseslinje gjen-
nom disse to punktene og sper etter stignings-
tallet for linjen. N& gar det an & sammenlikne
de to stigningstallene. Har vendetangenten
stigningstallet -3, s& har ekstremalpunkts-
forbindelsen stigningstallet -2. Er det forste
stigningstallet -1, sa er det andre -0,666. Vi
far inntrykk at disse tallene endres i takt, og at
forholdet mellom dem kanskje er konstant. Vi
eksperimenter videre og ser at dette stemmer,
selv om vi velger negative verdier for a som gir
oss positive verdier for stigningstallene. Ved a
beregne kvotienten av stigningstallene og der-
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etter endre a eller b, vil elevene kunne se at kvo-
tienten, altsa forholdet mellom stigningstallene,
forblir uendret og de vil kunne sperre hvorfor.
Naé kan det vaere pa sin plass med en algebraisk
analyse. Kurven beskrives med y = ax?® - ab’x,
og dermed er y' = 3ax? - ab? Ekstremal-
punktene finner vi for y' = 0, altsa 3ax? = ab?

eller x,=F——

2ab’ \/5
9

med tilherende y-verdier

Y, =1 . Stigningstallet til ekstremal-

punktsforbindelsen er dermed

3 2ab’ \/5 B 2ab° \/g

9 3 2ab*

m =220 _

9
B R NE) (

bﬁj_ 3

3

3

For vendetangenten far vi stigningstallet
m, = y'(0) = —ab* og forholdet mellom stignings-
m, 3

tallene er konstant — =
me

PR

™

VI

NS

Figur 12: Arealkartet.

ak |k
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En annen méte a arbeide med disse fenome-
nene pa kan veere folgende: I stedet for & presen-
tere oppgaver a la dem vi har foreslatt ovenfor,
gjor elevene seg kjent med de karakteristiske
storrelsene (ekstremalpunktene, vendepunkt,
vendetangenten, nullpunktstangentene, skjee-
ringspunktene mellom nullpunktstangentene
og kurven, arealet under kurven mellom null-
punktene osv.) og eksperimenterer med hele
universet av karakteristiske storrelser. De vil
sikkert raskt kunne finne sammenhenger selv
og starte egenhendig utforskning. De vil kunne
formulere hypoteser og dermed ha et utgangs-
punkt for & kunne stille hvorfor-spersmal. Her
kan en algebraisk analyse, slik vi gjennomforte
ovenfor, hjelpe dem videre, og til slutt vil elev-

ene muligens produsere nye spersmal. Ogsa
«arealkartet» (Figur 12) av kan veere en inspira-
sjon til & eksperimentere med stoffet, formulere
hypoteser og forklare det man ser. Det viser seg
at mange arealer kan uttrykkes som multipler
av en grunnleggende arealenhet. Vi oppfordrer
leserne til & utforske dette arealkartet.

Vi oppfordrer ogsa leserne til & selv & forspke
4 utforske tilsvarende problemer for fjerde-
gradskurver.

Referanse

Aslaksen, H. & Kirfel, C. (2023). Utforskende oppgaver
med parabler. Tangenten - tidsskrift for matema-
tikkundervisning, 34(4), 37-42.

Fra 2. klasse

En «spa» kan inneholde noen overraskelser. Her har Haldor (7) boltret seg. Faren advarte familien:
«Ikke velg 2 eller 3!»
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Hovtun, Dreyer

Definisjoner pa firkanter |

laereboker

Innledning
«Nar jeg bruker et ord, betyr det ngyaktig det
jeg bestemmer at det skal bety — verken mer
eller mindre.» — Humpty Dumpty

Forestill deg at du er pa Jeren i Rogaland og
skal handle ingredienser til en eplekake. Du gar
til grennsakhandleren og ber om a fa en pose
med epler. Du far posen, men nar du kikker
oppi, oppdager du at den ikke inneholder epler,
men poteter!

I Norge er det stort sett enighet om at ordet
eple star for en set og syrlig frukt som vokser
pé treer. Blant jerbuer er det derimot vanlig
at ordet eple ogsa benyttes om en anvende-
lig grennsak som vokser i jorden, og som ofte

Gaute Hovtun
Universitetet i Stavanger
gaute.hovtun@uis.no

Tore Dreyer
Universitetet i Stavanger
tore.dreyer@uis.no

Dette er en fagfellevurdert artikkel pa niva 1.
Tangenten er et sted der leereres og forskeres
perspektiv pa matematikkundervisning metes og
derfor har vimed praksisrelaterte forskningsartikler.
Les mer: www.tangenten.no/nivaal
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Figur 1

omtales som potet. Som eksempelet viser, er det
ikke alltid enighet om hva betydningen til et ord
er, noe som kan fore til forvirring.

Mangel pa enighet om hva som ligger i et
ord, er ogsa til stede i matematikken. La oss na
tenke at vi gar inn i en matematikkbutikk og ber
om 4 fa en pose trapeser. Hvilke av firkantene' i
Figur 1 ville vi fatt med oss i posen?

Det kommer helt an pa hvilken definisjon
matematikkforhandleren har pa trapes. Dersom
han definerer trapeset som «en firkant med ngy-
aktig to parallelle sider», vil vi bare fa med oss
firkant d. Definisjonen ekskluderer firkantene a,
b og ¢, fordi disse har mer enn to parallelle sider.
Matematikkforhandleren kan ogsé definere tra-
peset som «en firkant med minst to parallelle
sider». Na vil vi fa med oss béde firkant a, b, ¢
og d siden definisjonen inkluderer figurene som
har mer enn to parallelle sider.
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Selv om innholdet i posen blir forskjellig alt
etter hvilken matematikkforhandler du gar til,
er det ingen av dem som tar feil (de Villiers,
1994, 2010). Det er imidlertid stor variasjon i
hvilken type definisjon som blir brukt pa nett-
sider, i leereverk og i ordbeker. I det matema-
tiske fagmiljoet er det mest vanlig & definere et
trapes inkluderende (Usiskin & Griffin, 2008).
En studie av amerikanske leerebgker (Usiskin
& Griffin, 2008) viste imidlertid for eksempel at
de fleste av leerebokene benyttet ekskluderende
definisjoner. I en matematisk ordbok utgitt av
det russiske utdanningsdepartementet presise-
res det at trapeset har to sider som er parallelle,
og at de andre to ikke er parallelle (Romanov et
al., 2003, s. 154). Den nettbaserte ordboka Wol-
fram MathWorld lar veere & presisere om trape-
set har neyaktig eller minst to parallelle sider
(Weinstein, 2023), mens matematikk.org (2003)
presiserer at trapeset har minst to parallelle
sider. Denne dualiteten i definisjon av begrepet
trapes kan veaere forvirrende for bade elever og
leerere, saerlig dersom forskjellige definisjoner
for samme element blir brukt om hverandre.

I Norge har tradisjonelt sett leerebekene i
matematikk hatt stor innvirkning pé larernes
undervisning (Alseth et al., 2003; Kongelf, 2015;
Mullis et al., 2012), og det er rimelig & anta at
leerebokenes definisjoner er de definisjonene
elevene blir gjort kjent med (Zaslavsky & Shir,
2005). Johansson (2017) viser ogsd at leerebe-
kene er med pa & legge foringer for pedagogiske
valg leerere gjor, og Bolstad (2020) viser at leerere
synes det er vanskelig & lgsrive seg fra innhol-
det bokene legger opp til. Leerebokene spiller
med andre ord en rolle for bdde hva som blir
tatt opp i undervisningen, og hvordan det blir
tatt opp. Kongelf (2015) har forsket pa kvaliteten
pé innholdet i norske matematikkleerebgker, da
knyttet til algebra. Der konkluderes det blant
annet med at leerebokene inneholder «feilaktige
formuleringer, illustrasjoner og matematiske
resonnement, som legger forholdene til rette for
utvikling av misoppfatninger» (s. 83).
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Med dette som bakteppe ensket vi & under-
soke om norske matematikklaerebgker har kor-
rekte definisjoner pa firkanter, eller om det ogsé
her er formuleringer som er misvisende. Er det
en felles forstaelse for hvordan firkanter define-
res pé tvers av norske lereverk, eller eksisterer
det en eple-/potetproblematikk? Artikkelens
forskningsspersmal ble dermed:

Hvordan defineres firkanter i norske matema-
tikkleereboker for grunnskolen?

Teori

Matematiske definisjoner

For at et begrep skal gi mening, trenger vi gode
definisjoner. Men hva er en god definisjon?
Winicki-Landman og Leikin (2000) har fore-
slatt noen prinsipper som ber gjelde for mate-
matiske definisjoner, blant annet:

~ A definere er & gi navn til et begrep.

- For & definere nye begrep kan bare tidligere
definerte begrep brukes.

- En definisjon har med nedvendige og til-
strekkelige betingelser for begrepet.

- Definisjonen ber inneholde sa fa
betingelser som mulig.

I tillegg understreker Poincaré (1914) at nar vi
arbeider med elever, er det et ekstra punkt som
mé vektlegges — definisjonen ma formuleres pa
en mate som elevene har mulighet til & forsta.

Nodvendige og tilstrekkelige betingelser

En god matematisk definisjon mi ifelge det
tredje punktet inneholde bade nedvendige og
tilstrekkelige betingelser (Winicki-Landman &
Leikin, 2000; Poincaré, 1914; Zazkis & Leikin,
2008). Det betyr at definisjonen skal gjelde for
alle elementene man ensker a definere, og bare
for dem. La oss ta folgende definisjon pa et kva-
drat som eksempel: «et kvadrat er en firkant der
alle sidene er like lange». Betingelsene at figuren
er en firkant, og at alle sider er like lange, er
nedvendige betingelser for kvadrat. Definisjo-
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Figur 2

nen inkluderer imidlertid ogsa figurer som ikke
er kvadrater, nemlig romber (der vinklene ikke
er rette). Definisjonen omfatter da noen elemen-
ter vi ikke gnsker a inkludere, og inneholder
derfor ikke tilstrekkelige betingelser. Knyttet
opp til Figur 2 illustrerer den merkegra sirkel
A alle kvadrater. Den lysegré sirkelen B inne-
holder alle romber, som inkluderer alle kvadra-
ter. Definisjonen skal bare inkludere elementene
i A, men inkluderer feilaktig alle elementene i
bade A og B. At en definisjon ikke inneholder
tilstrekkelige betingelser, er en vanlig feil som
forekommer nér firkanter skal defineres (Zazkis
& Leikin, 2008). Videre kan vi se pa definisjo-
nen «et parallellogram er en firkant som har to
og to parallelle sider, og der vinklene ikke er
90°». Dette er et eksempel pa en definisjon med
tilstrekkelige, men ikke nodvendige betingelser.
Definisjonen garanterer at du ender opp med
et parallellogram, men det finnes ogsa spesi-
altilfeller av parallellogram som blir utelatt av
definisjonen - rektangler og kvadrater eksklu-
deres. Knyttet til Figur 2 kan vi si at i sirkel B
er alle parallellogram, men det er bare paral-
lellogrammene i sirkel A som blir inkludert av
definisjonen.

Minimumsdefinisjoner

En god definisjon skal ogsa inneholde s& fa
betingelser som mulig. Dette punktet gjen-
kjennes fra lereplanen LK20. Etter 6. trinn
skal elevene «beskrive [...] minimumsdefi-
nisjoner av to- og tredimensjonale figurer og
forklare hvilke egenskaper figurene har felles,
og hvilke egenskaper som skiller dem fra hver-
andre» (Kunnskapsdepartementet, 2019). Det

38

finnes ingen liste med allmenn aksepterte mini-
mumsdefinisjoner pa firkanter, og det finnes
flere forskjellige minimumsdefinisjoner til hver
firkant (Zazkis & Leikin, 2008). Felles for alle
er at de inneholder nedvendige og tilstrekkelige
betingelser, uten overflodig informasjon. Ta fol-
gende definisjoner pd en rombe som eksempel:

a) Enrombe er en firkant der alle sidene er
like lange.

b) En rombe er et parallellogram der alle
sidene er like lange.

Her inneholder begge definisjonene nedvendige
og tilstrekkelige betingelser, men bare a) er en
minimumsdefinisjon. I definisjon b) er det ikke
nedvendig & papeke at det er et parallellogram.
Siden et parallellogram kan defineres som «en
firkant der to og to sider er parallelle», kan defi-
nisjon b) skrives om til «en rombe er en firkant
der to og to sider er parallelle og alle sidene er
like lange». Det er overflodig & peke pa at to og
to sider er parallelle, ettersom det folger av at
det er en firkant der sidene er like lange. Defi-
nisjon b) er derfor ikke en minimumsdefinisjon.
Det er kun kvadratet som kan skrives som en
minimumsdefinisjon ved bruk av andre refe-
ransepunkt enn firkant. Kvadratet kan nemlig
defineres med bade rektangel og rombe som
referansepunkt, og likevel veere minimumsde-
finisjon.

Det er ogsé interessant a merke seg at LK06
ikke rettet ssmme oppmerksomhet mot mini-
mumsdefinisjoner. Der ble ikke minimumsdefi-
nisjoner nevnt, men formuleringer som sortere,
beskrive og analysere egenskaper ved todimen-
sjonale figurer var sentrale (Kunnskapsdepar-
tementet, 2006, s. 62-63).

Inkluderende og ekskluderende definisjoner
En matematisk definisjon kan vere inklude-
rende eller ekskluderende. La oss bruke et trapes
som eksempel. De Villiers (1994) understreker
at for & kunne ta stilling til om et trapes er
definert inkluderende eller ekskluderende, mé
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Figur 3

det presiseres om det er minst eller noyaktig to
parallelle sider:

¢) Ettrapes er en firkant med minst to paral-
lelle sider.

d) Ettrapes er en firkant med ngyaktig to
parallelle sider.

Definisjon c) er inkluderende. Det vil si at defi-
nisjonen inkluderer parallellogram, romber,

rektangler og kvadrater. Dette medferer at vi
kan gruppere firkanter i et hierarki (se figur 3),
slik at figurer nede i hierarkiet blir spesialtilfel-
ler av figurene over (de Villiers, 1994). Fordelene
med en slik hierarkisk tilnserming er at figurene
nede i hierarkiet deler egenskaper med figuren
over. Det betyr for eksempel at dersom vi utle-
der en formel for arealet til et trapes, kan vi
benytte denne formelen til bade parallellogram,
rektangel, rombe og kvadrat, uten & matte utlede
formelen til hver enkelt av figurene. I slike til-
feller vil det veere hensiktsmessig a benytte seg
av inkluderende definisjoner. Goldenberg et al.
(2014) mener at a forsta anvendeligheten med
inkluderende definisjoner er et mal i seg selv,
og at det er viktig at elevene far erfare fordelene
med den inkluderende klassifiseringen.

Definisjon d) er ekskluderende. Det medferer
at parallellogram, rektangler, romber og kvadrat
ikke blir definert som trapes, figurene blir sett
pé som uavhengige av hverandre. de Villiers
(1994, 2010) omtaler dette som partition classi-
fication, eller delt klassifisering®. Euklid benyttet
seg av denne typen klassifisering da han skrev
det matematiske leereverket Elementene for ca.
2300 &r siden (Joyce, 2021; Usiskin & Griffin,
2008). Euklids klassifisering kan illustreres som
i Figur 4.

Her er en oblong alle rektangler som ikke er
kvadrater, og sa videre. Figurene blir sett pa som
uavhengige av hverandre.

Selv om Euklid definerte firkanter eksklude-
rende, kan det se ut som at den moderne utvik-
lingen av matematiske definisjoner gar mot at

Firkanter

7 N~

Kvadrat Oblong Rhombus

Figur 4
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Figur 5: Egen oversettelse av Usiskin & Griffin (2008,
s.18)

firkanter skal defineres inkluderende. Usiskin &
Griffin (2008) viser for eksempel til Figur 5 som
en oversikt over hvordan firkanter blir definert.
Redt linjestykke betyr at firkanten under stort
sett alltid blir regnet som et spesialtilfelle av
firkanten over. Blatt linjestykke betyr at det er
uenighet om hvorvidt firkanten under skal defi-
neres som et spesialtilfelle av firkanten over. Selv
om det er mange fordeler med & bruke inklude-
rende definisjoner, peker de Villiers (1994) pa at
ekskluderende definisjoner pa firkanter lettere
kan oppfylle Poincarés (1914) krav om at defi-
nisjonene skal veere mulige & forsté for elevene.
Det kan for eksempel veere krevende for elever &
forsta at et kvadrat ogsé er et rektangel.

Denne problematikken har blitt tatt opp i
van Hieles modell, en modell som blant annet
har som mél & belyse hvorfor mange elever kan
ha kognitive utfordringer i arbeid med geo-
metri (Fuys et al., 1986; Usiskin, 1982). Model-
len bestar av fem niva for geometriforstéelse, og
her er det serlig interessant & merke seg skil-
let mellom nivéa 2 og niva 3 i modellen. Elever
pé niva 2 i van Hieles modell kan identifisere
Figur 6 som et kvadrat®. Elevene vil imidlertid
ikke veere med pé at Figur 6 ogsa er et rektangel,
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Figur 6

selv om den tilfredsstiller alle kriteriene til et
rektangel. Elevene ma vaere pa niva 3 i modellen
for de innser denne hierarkiske og inkluderende
sammenhengen (Fuys et al., 1986, s. 249). Ifolge
van Hieles modell kan vi med andre ord ikke ta
det for gitt at alle elevene forstar inkluderende
definisjoner pa firkanter. I tillegg til disse niva-
ene presenterer van Hiele noen egenskaper ved
dem (Usiskin, 1982), der det serlig er verdt &
merke seg én egenskap: To personer som dis-
kuterer geometri pa forskjellige niva, vil ikke
kunne forsta hverandre, ifplge van Hiele. Dette
innebeerer at en elev pa nivd 2 ikke forstar en
forklaring som ligger pé nivé 3. Knyttet til defi-
nisjoner pa firkanter betyr det at dersom leere-
boka presenterer en definisjon som forutsetter at
elevene er pé niva 3, er det mange elever pa nivé
1 og niva 2 som ikke har mulighet til & forsta
denne definisjonen. Dette er med pa a under-
bygge de Villiers’ (1994) poeng om at eksklu-
derende definisjoner kan veere mer tilgjengelige
for noen elever.

Definisjoner pa firkanter

For a svare pd forskningsspersmalet virt om
hvordan firkanter defineres i norske lerebo-
ker, er vi avhengig av a avklare hva vi mener er
fullgode matematiske definisjoner for de ulike
firkantene. Det eksisterer ikke noen fasit pa hva
som er den ene rette definisjonen (Zazkis &
Leikin, 2008), men ifplge Winicki-Landman og
Leikins (2000) prinsipper for en god definisjon,
skal den inneholde nedvendige og tilstrekke-
lige betingelser, samtidig som den inneholder
sa fa betingelser som mulig. Videre virker det &
ga mot en konsensus i det matematiske miljoet
om at det ber brukes inkluderende definisjo-
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Geometrisk form | Minimumsdefinisjon

Firkant En firkant er en lukket figur i planet som bestar av fire punkter (tre punkt
kan ikke ligge pa samme linje) og fire rette linjestykker som knytter de fire
punktene sammen.

Trapes Et trapes er en firkant der minst to av sidene er parallelle.

Drage En drage er en firkant der to og to nabosider har samme lengde.

Parallellogram

Et parallellogram er en firkant der to og to sider er parallelle.

Rombe En rombe er en firkant der alle sider er like lange.
Rektangel Et rektangel er en firkant der alle vinklene er 90 grader.
Kvadrat Et kvadrat er en firkant der alle sidene er like lange, og alle vinklene er 90
grader.
Tabell 1

ner (Usiskin & Griffin, 2008). Basert pa dette
foreslar vi folgende kriterier for definisjoner pa
firkanter:

- Definisjonen inneholder ngdvendige og
tilstrekkelige betingelser.

- Definisjonen er inkluderende.

- Definisjonen er en minimumsdefinisjon.

Pé grunnlag av kriteriene har vi foresltt mini-

mumsdefinisjonene péa firkanter som vist i

Tabell 1.

Metode

Vi har undersekt og analysert definisjoner av
firkanter i 24 leerebeker fra barne- og ungdoms-
trinnet.* Nar det gjelder utvalg av lerebeker,
brukte vi samme avgrensning som Kongelf
(2015, s 83), nemlig de fysiske klassetrinnsspe-
sifikke bekene som elevene bruker til 4 tilegne
seg kunnskap om matematikk i undervisnings-
situasjonen pa skolen. Alle de 24 lerebgkene
vi undersekte, har veert knyttet til de to siste
lereplanene. Atte av leerebokene er utgitt etter
innforingen av LK20, og 16 av lerebekene er
knyttet til LKO06. Vi noterte definisjonene pa
figurene trapes, parallellogram, rektangel, kva-
drat, drage og rombe, og samlet resultatet i en
tabell. Her ble bare definisjonene tatt med, even-
tuelle figurer og oppgaver ble utelatt. Vi noterte
oss det imidlertid dersom lereboka inneholdt
oppgaver eller figurer som kunne indikere om
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de hadde en inkluderende eller ekskluderende
tilneerming.

Nar det gjelder utvalg av lerebeker, tok vi
utgangspunkt i de forskjellige forlagene vi har i
Norge, og undersekte om de hadde gitt ut lere-
boker i matematikk. Vi tok utgangspunkt i leere-
planene da vi valgte ut beker. Under laereplanen
LK06 var geometriske figurer en del av kom-
petansemalene etter 5.-7. trinn og 8.-10. trinn.
I LK20 er geometriske figurer lagt til 6. og 9.
trinn. Vi tok derfor utgangspunkt i leerebgkene
til disse trinnene, og dersom vi ikke fant noen
av definisjonene, undersekte vi ogsa leerebokene
pa trinnet under og over.

Siden det allerede eksisterer teorier om defi-
nisjoner pé firkanter i leerebgker (se for eksem-
pel Usiskin & Griffin, 2008), og fordi det eksis-
terer teorier om definisjoner (se for eksempel
Winicki-Landman & Leikin, 2000; Zazkis &
Leikin, 2008), valgte vi & gjennomfere en teo-
ridrevet innholdsanalyse (Hsieh & Shannon,
2005), der vi blant annet tok utgangspunkt i
Zazkis og Leikins (2008) rammeverk for ana-
lyse av matematikkleererstudenters definisjoner
pa kvadrater. Innholdsanalysen besto av to niva.
Pé det forste nivaet kartla vi hvilke leerebeker
definisjonene var fra, hvilken lereplanperi-
ode leereboka var fra, og hvilke figurer som ble
definert. Pa det andre nivaet undersekte vi om
definisjonene inneholdt nedvendige og tilstrek-
kelige betingelser, om de var inkluderende eller
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Ngdvendige og tilstrekkelige
betingelser

Inkluderende / ekskluderende

Type definisjon

NT: Ngdvendige og tilstrekkelige
betingelser for figuren.

T: Tilstrekkelige betingelser, men

N: Ngdvendige betingelser, men
ikke tilstrekkelige.

ogsa ikke ngdvendige betingelser.

ID: Inkluderende definisjoner.
TID: Tilsynelatende inkluderende
definisjoner.

ED: Ekskluderende definisjoner.

TD: Tvetydige definisjoner.

M: Minimumsdefinisjon

IM: Ikke minimumsdefinisjon

F: Inneholder verken ngdvendige
eller tilstrekkelige betingelser

Tabell 2: Analyseverktoyet som ble benyttet.

ekskluderende, og om de var minimumsdefini-
sjoner (se Tabell 2).

Det forste vi si pa da vi kodet pa niva 2, var
om den gitte definisjonen inneholdt nedvendige
og tilstrekkelige betingelser. En definisjon ble
kodet som NT dersom den var korrekt, T, N eller
F dersom definisjonen inneholdt mangler. Da vi
skulle kode om en definisjon var inkluderende
eller ekskluderende, ble koden inkluderende
definisjon (ID) brukt dersom leereboka brukte
tidligere figur i hierarkiet som referansepunkt.
Koden tilsynelatende inkluderende (TID) ble
brukt dersom definisjonen var NT eller N, men

ikke brukte tidligere figur som referansepunkt.
En definisjon kodet som ekskluderende (ED)
ble i alle tilfeller kodet som T eller F, da den
ville inneholde unedvendige betingelser som
utelukket enkelte figurer. Enkelte definisjoner
var derimot mindre klare nér det gjaldt om de
var inkluderende eller ekskluderende, hvilket
tilordnet dem i kodekategorien tvetydige defi-
nisjoner (TD). Nar det gjaldt type definisjon,
vurderte vi kun hvorvidt det var eller ikke var
en minimumsdefinisjon. For a bli kodet som en
minimumsdefinisjon matte definisjonen inne-
holde ngdvendige og tilstrekkelige betingelser,

Definisjon Negdvendige og Inkluderende/ Type definisjon
tilstrekkelige ekskluderende
betingelser
e) En firkant der to sider er parallelle, og de T ED M
to andre sidene ikke er parallelle, kalles et
trapes.
f) Et parallellogram har to og to sidekanter N TID M
som er like lange og parallelle. Motstaende
vinkler er like store.
g) | en rombe er alle sidene like lange. F ED IM
Motstdende vinkler er like store, og
vinklene er ikke 90°
h) Et kvadrat er en rombe med rette NT ID M
vinkler.

Tabell 3: Koding i analyseverktoyet.
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Antall definisjoner Prosent

LK20: 42 av 48 88 %

LKO6: 64 av 96 67 %

Totalt: 106 av 144 74 %

Tabell 4
Kvadrat Rektangel | Parallello- | Rombe Trapes Drage
gram
Antall definisjoner | 22 22 22 19 18 3
(av 24 mulige)

Tabell 5

og ikke noen overflodig informasjon. Eksempel
pa hvordan vi kodet i analyseverktoyet, kan sees
i Tabell 3.

Definisjon e) inneholder tilstrekkelige, men
ikke nedvendige betingelser (T). Definisjonen
vil kun omfavne trapes, men ekskluderer spe-
sialtilfeller av trapes (ED), for eksempel paral-
lellogram og rektangel. Det kan argumente-
res for at en slik ekskluderende definisjon er
riktig, men ut ifra var tolkning av betingelser
pé definisjoner ma definisjonen veere inklude-
rende for & bli betegnet som korrekt. Definisjon
f) har noen nedvendige betingelser som gjor
at alle parallellogram vil bli dekket av defini-
sjonen (ogsé spesialtilfeller, derfor TID), men
den mangler én betingelse for & kun gjelde for
parallellogrammer - det mé vere en firkant.
Dersom det ikke presiseres, vil definisjonen
ogsé gjelde for alle reguleere mangekanter med
par antall sider. Definisjon g) inneholder verken
tilstrekkelige eller nodvendige betingelser (F).
Den mangler betingelsen firkant, og eksklude-
rer (ED) samtidig de spesialtilfellene av romber
som vi kaller kvadrat. Definisjon h) inneholder
bade nedvendige og tilstrekkelige betingelser.
Definisjonen bruker rombe som referanse-
punkt, og er dermed inkluderende, uten at den
tillegger unedvendige betingelser. Definisjonen
er dermed en minimumsdefinisjon, gitt at defi-
nisjonen av rombe er en minimumsdefinisjon.

Da analyseverktoyet var ferdig utviklet, ble
definisjonene forst kodet individuelt, for vi i
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fellesskap tok en endelig koding og diskusjon
pa eventuelle avvik. Analyseprogrammet NVivo
ble brukt til & skaffe en kvantitativ oversikt over
dataene, og videre foretok vi en kvalitativ ana-
lyse av definisjonene til et leereverk der dataene
skilte seg ut.

Resultater og diskusjon

Antall definisjoner

Vi tok utgangspunkt i definisjoner av 6 typer
firkanter fra 24 lerebeker, noe som utgjorde
24-6 = 120 mulige definisjoner. En oversikt over
faktisk antall definisjoner er gitt i Tabell 4.

Her ser vi at det bare er 74 % av de 144 figu-
rene som er definert. Det betyr med andre ord at
hver fjerde definisjon mangler. En oversikt over
antall definisjoner pr. figur gir ogsa interessant
informasjon:

I Tabell 5 ser vi at drage skiller seg tydelig ut.
Bare 3 av 24 lerebeker definerer denne figuren.
Tar vi bort drage, ser vi at 103 av 120, altsa 86 %
av de resterende figurene, blir definert.

Videre kan det veere verdt & merke seg at 6
av 24 leerebeker ogsa lar veere a definere trapes,
og at det prosentvis er definert flere firkanter i
leereboker etter LK20 enn etter LK06.

Vi synes det er serlig interessant at bare 3
av 24 leerebgker definerer dragen. Lerebgkene
er i stor grad med pa & pavirke norske lere-
res undervisning (Alseth et al., 2003; Kongelf,
2015; Mullis et al., 2012; Johansson, 2017), noe
som kan bety at dersom laerebgkene neglisjerer
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Tilstrekkelige og Tilstrekkelige, men | Ngdvendige, men Verken
ngdvendige ikke ngdvendige ikke tilstrekkelige tilstrekkelige eller
betingelser (NT) betingelser (T) betingelser (N) ngdvendige
betingelser (F)
LK20 35 1 5 1
LKO6 45 3 13 3
Totalt: | 80 (75 %) 4 (4%) 18 (17 %) 4 (4%)
Tabell 6
Minimumsdefinisjon lkke minimumsdefinisjon
LK20 22 20
LKO6 22 42
Totalt: | 44 (42 %) 62 (58 %)
Tabell 7

dragen, vil den ogsa bli forbigatt av leererne. Vi
vet ikke om det & utelate dragen er et bevisst
valg av lerebokforfatterne, men vi etterlyser
i sé fall en diskusjon rundt dette. Blant argu-
mentene for a beholde dragen i leerebgkene er
figurens naturlige plass i firkantenes hierarki,
at dragens egenskaper kan benyttes under kon-
struksjoner, og ikke minst at det er positive
elevaktiviteter tilknyttet dragens egenskaper
dersom elevene skal lage en fysisk drage.

Nodvendige og tilstrekkelige betingelser

Vi undersokte ogsa hvor mange av de 106 defi-
nisjonene som var korrekte. Resultatet kan opp-
summeres i Tabell 6.

80 definisjoner, eller 75 % av definisjonene vi
fant, er korrekte definisjoner. Det betyr ogsa at
av 144 mulige definisjoner blir bare 80 definert
korrekt, noe som tilsvarer 56 %. Ser vi bort fra
dragen, er 80 av 120 mulige definisjoner riktig
definert, noe som utgjor 67 %.

Nar 75 % av de 106 faktiske definisjonene er
korrekte, betyr det at hver fjerde definisjon opp-
gitt i leerebokene er mangelfull. Her er det verdt
4 merke seg at 18 av de 26 mangelfulle definisjo-
nene ikke inneholder tilstrekkelige betingelser,
altsé at definisjonene ogsa omfavner elementer
vi ikke onsker & definere. Ifolge Zazkis & Leikin
(2008) er dette en vanlig feil knyttet til defini-
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sjoner av firkanter. I de fleste tilfellene der det
ikke er tilstrekkelige betingelser, presiserer ikke
definisjonen at det er snakk om en firkant, for
eksempel «alle vinkler er 90 grader» som en defi-
nisjon pa rektangel. Til leerebgkenes forsvar ma
det nevnes at flere av dem har begrepet Firkanter
som en tittel eller overskrift, s det er underfor-
statt at definisjonen snakker om firkanter.

Minimumsdefinisjoner
Nar det gjelder minimumsdefinisjoner, kan
resultatet oppsummeres i Tabell 7.

Totalt sett er 42 % av definisjonene mini-
mumsdefinisjoner. Ser vi pa leereplanperiodene
hver for seg, er 52 % av definisjonene fra laerebo-
ker etter LK20 minimumsdefinisjoner, og 34 %
av definisjonene fra LK06 er minimumsdefini-
sjoner.

Nar vi ser pa figurene hver for seg, skiller
romben seg ut. Her er bare 3 av 19 definisjoner
minimumsdefinisjoner. Det utgjor ca. 16 %.

Her er det interessant a se at det er et sapass
stort skille mellom prosentvis andel minimums-
definisjoner i leereboker etter LK06 og LK20. En
medvirkende arsak til dette er sannsynligvis at
LK20 eksplisitt har med begrepet minimumsde-
finisjoner i kompetansemalene, noe LKO06 ikke
har. Som vist i teoridelen kan det veere utfor-
drende a lage definisjoner som er tydelig inklu-
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Inkluderende Tilsynelatende Ekskluderende Tvetydig
inkluderende

LK20: 14 20 2 7

LKO6: 25 21 7 11

Totalt: | 39 41 9 17

Tabell 8
Kvadrat Rektangel Parallellogram | Rombe Trapes

Matematikk 6 | NT, TID, M NT, TID, IM NT, TID, IM NT, TD, M
Matematikk 9 | NT, ID, IM N, TID, IM F, ED, IM NT, ID, IM T,ED, IM

Tabell 9

derende samtidig som de er minimumsdefini-
sjoner. Dette gjelder serlig for romber, der de
fleste definisjonene i lzerebgkene var av typen:

a) En rombe er en firkant der alle sidene er
like lange.

b) En rombe er et parallellogram der alle
sidene er like lange.

Som tidligere nevnt inneholder begge definisjo-
nene nedvendige og tilstrekkelige betingelser,
men det er bare a) som er en minimumsdefini-
sjon, siden det i b) ikke er nodvendig & presisere
at det er et parallellogram. Dette eksempelet
illustrerer et didaktisk problem for leerebokfor-
fatterne. Forfatterne ensker a folge leereplanen,
og dermed presentere minimumsdefinisjoner,
som for eksempel definisjon a). Samtidig ensker
de & hjelpe elevene til a forsté den hierarkiske og
inkluderende klassifiseringen av firkanter. Da
kan det forsvares a velge den tydelig inklude-
rende b), som kanskje gjor det lettere for elevene
a forstd at en rombe ogsa er et parallellogram.
Det er ogsa mulig & argumentere for det
motsatte, nemlig at definisjon b) er vanskeligere
for elever & forstd. Van Hiele (Fuys et al., 1986)
peker pa at det forst er pa niva 3 at elevene er
i stand til & forstd den hierarkiske og inklude-
rende klassifiseringen av firkanter. Elevene kan
heller ikke forsta en forklaring som ligger pa et
hoyere niva i modellen enn det de er pa selv.
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Dersom elevene selv er pa nivé 2, kan det derfor
argumenteres for at definisjon b) er umulig &
forsta for dem, siden det er en definisjon som
forutsetter at elevene er pa niva 3.

Inkluderende eller ekskluderende definisjoner
En oversikt over om definisjonene er inklude-
rende eller ekskluderende, er gitt i Tabell 8.

Av de 106 definisjonene er 80 kodet som
inkluderende eller tilsynelatende inkluderende.
Det utgjor ca. 75 % av definisjonene. Definisjo-
nene som ble kodet inkluderende, brukte en tid-
ligere figur i hierarkiet i definisjonene sine, og
dette medforte igjen at de faerreste av disse var
minimumsdefinisjoner.

Blant de tvetydige definisjonene finner vi 11
definisjoner pa trapes. Det innebeerer at 11 av
18 leerebeoker ikke tar tydelig stilling til om et
trapes skal ha ngyaktig eller minst to parallelle
sider. Dette resultatet er med pa a styrke mis-
tanken fra innledningen om at det ikke er noen
konsensus om hvordan trapeset skal defineres.

En kvantitativ analyse av datamaterialet viser
med andre ord at de fleste norske leereboker til-
synelatende har en inkluderende tilnaerming til
de fleste firkantene, selv om ikke alle tar tydelig
stilling til trapeset. Knyttet opp til Usiskin og
Griffins (2008) oversikt over hierarki for firkan-
ter er dette er forventet resultat. Vi fant imid-
lertid ni ekskluderende definisjoner, der seks av
disse er fra leerebeker fra Cappelen Damm. For
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parallelle.

Figur Definisjon i Matematikk 9 fra Cappelen Damm

Kvadrat Et kvadrat er et rektangel der alle sidene er like lange. Det vil si at grunnlinjen og
heyden i kvadratet er like lange. Sidene kaller vi s.

Rektangel | et rektangel er alle vinklene 90°, og de motstaende sidene er like lange og

Parallellogram
like store, og de er ikke 90°.

| et parallellogram er to og to sider like lange og parallelle. Motstaende vinkler er

Rombe

En rombe er et parallellogram der sidene er like lange.

Trapes

Et trapes er en firkant der bare to av sidene er parallelle. | trapeset er sidene a og
b parallelle. Hgyden h er avstanden mellom de to parallelle sidene. Hgyden star
alltid vinkelrett pa de parallelle sidene a og b.

Tabell 10: Alle definisjoner er sitert direkte fra Matematikk 9. (Hjardar & Pedersen, 2020, s. 94; s. 100; s. 104; s. 107; s.

108)

a kunne belyse bruken av ekskluderende defini-
sjoner i storre grad foretok vi en kvalitativ ana-
lyse av laereverkene Matematikk 6 (Gulbrandsen
et al., 2020) og Matematikk 9 (Hjardar & Peder-
sen, 2020) fra Cappelen Damm.

Bruken av ekskluderende definisjoner
I de to laereverkene ble definisjonene av firkan-
tene kodet som vist i Tabell 9.

I Matematikk 6 blir det brukt en tilsynela-
tende inkluderende definisjon om bade kva-
dratet, rektangelet og parallellogrammet. Defi-
nisjonene henviser til firkantenes egenskaper,
uten at de ekskluderer spesialtilfeller. Kvadrat
og rektangel blir presentert samtidig, der kva-
dratet blir omtalt som et rektangel i en tekst
som star under definisjonene. I tillegg til dette
har boka en klassifiseringsoppgave der elevene
skal gi navn til forskjellige firkanter. Her presi-
serer leererveiledningen at noen av figurene kan
ha flere navn. Det er med andre ord en tydelig
inkluderende tilneerming i Matematikk 6.

I Matematikk 9 blir det brukt en inklude-
rende definisjon pa kvadratet og romben, en
tilsynelatende inkluderende definisjon pa rek-
tangelet og en ekskluderende definisjon pa
parallellogram og trapes, som vist i Tabell 10.

Kvadratet blir definert som et spesialtilfelle
av rektangelet, og romben blir definert som et
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spesialtilfelle av parallellogrammet. En tydelig
inkluderende tilneerming. Videre ekskluderer
de enhver mulighet for kobling pé tvers av disse
gruppene, samt koblingen til trapes. I stedet for
en hierarkisk oppbygging har de gruppert kva-
drater og rektangler, romber og parallellogram,
og trapes for seg selv. Matematikk 9s inndeling
av firkanter er en plass mellom hierarkisk inn-
deling og delt klassifisering (de Villiers, 1994),
og er forsekt illustrert i Figur 7.

Det er ogsé verdt & merke seg at definisjonene
til rektangel og parallellogram ikke inneholder
tilstrekkelige betingelser, de presiserer ikke at
det er snakk om firkanter. Dette innebzerer at
béde kvadratet og romben bygger definisjonen
sin pa figurer som er mangelfullt definert. Det
kan da settes sporsmalstegn ved om disse defi-
nisjonene er korrekte, selv om definisjonen til
kvadrat og rombe isolert sett inneholder bade
nedvendige og tilstrekkelige betingelser. Mate-
matikk 9s definisjoner har bade inkluderende
og ekskluderende tilnserming, i tillegg til at flere
av dem er mangelfulle. Dette er problematisk
pé flere omrader. For det forste far ikke elevene
mulighet til & oppdage kraften bak en inklude-
rende tilneerming (Goldenberg et al., 2014). For
det andre begrenser det elevenes muligheter til &
strekke seg mot niva 3 i van Hieles modell (Fuys
et al., 1986), og for det tredje kan feil i leereboker
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Rektangel Parallellogram Trapes
Kuvadrat Rombe
- AN /
Figur 7

veere med pa a skape misoppfatninger hos elev-
ene (Kongelf, 2015).

Dersom vi sammenligner Matematikk 6 og
Matematikk 9, kan det se ut som det et behov
for en felles forstaelse for hvordan vi definerer
firkanter. Ikke bare pé tvers av leereverk, men
ogsa innad i samme leereverk. Det vil veere for-
virrende for elevene nér de i sjette klasse leerer
at et rektangel ogsa er et parallellogram, for
sa & mote en definisjon i niende klasse der det
understrekes at dette ikke er tilfellet. En dyktig
leerer kan likevel benytte seg av den tidvis for-
virrende definisjonsbruken i leerebgkene til &
legge til rette for bade diskusjon og leering hos
elevene. Dette stiller imidlertid krav til at laere-
ren selv har identifisert at leerebgkene kan ha
upresise definisjoner.

Konklusjon og implikasjoner

Med bakgrunn i en kvantitativ analyse av hele
datamaterialet og en kvalitativ analyse av deler
av det vil vi peke pa felgende funn:

Av alle de mulige definisjonene pé firkanter i
leerebokene blir 74 % definert. Dragen er en fir-
kant som blir definert i bare 3 av 24 lzereboker.

Hver fjerde definisjon i leerebgkene er man-
gelfull. De fleste av disse definisjonene mangler
tilstrekkelige betingelser.

tangenten 1/2024

42 % av definisjonene er kodet som mini-
mumsdefinisjoner. Her er det verdt & merke seg
to ting. For det forste er det prosentmessig flere
minimumsdefinisjoner i leerebgker etter LK20.
For det andre kan det se ut til at det er vanske-
lig & lage en minimumsdefinisjon samtidig som
den er tydelig inkluderende.

De fleste leereboker definerer firkanter inklu-
derende. Mange leerebeker tar imidlertid ikke
stilling til om trapeset skal defineres inklude-
rende eller ekskluderende.

Det eksisterer store forskjeller pa hvordan
firkanter defineres bade pa tvers av leereverk og
innenfor ett og samme leereverk.

Summen av disse funnene forteller oss at
norske laereverk ikke har tatt et tydelig stand-
punkt til hvilke firkanter som skal defineres,
og hvordan de skal defineres, og at det dermed
ikke finnes en felles forstaelse pa tvers av lere-
verkene. Spesielt trapeset virker ubestemmelig
i norske leereboker. Det er nok for mye & hape
pé at alle leereverkene far en felles forstielse for
hvordan firkanter skal defineres, men definisjo-
nene mé vare korrekte, og det ber i det minste
vere en konsensus om hvordan de defineres
innenfor ett og samme leereverk.

Etter a ha analysert definisjonene fra leerebo-
kene forstar vi at den manglende konsensusen
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til definisjoner av firkanter kan gjore det utfor-
drende for leerere & legge til rette for undervis-
ning som er med pa & bygge opp elevenes geo-
metriforstaelse knyttet til firkanter. En implika-
sjon av denne forskningen er at det er et behov
for en felles forstaelse for hvordan vi definerer
firkanter i norske matematikklaereboker.

Nar det gjelder videre forskning, hadde det
veert interessant a underseke bruken av defini-
sjoner knyttet til andre omrader enn firkanter.
Ligger det en klar og korrekt matematisk tanke
bak de andre definisjonene vi finner i leerebe-
kene? Det ville ogsé vert interessant & under-
soke hvordan lerere benytter seg av definisjo-
nene i leerebokene, og hva laerebgkene har 4 si
for utviklingen av elevenes geometriforstaelse.

P& Jeeren vil man fremdeles kunne ga til
gronnsakhandleren og be om epler, men som
med matematiske definisjoner vil man gjore lurt
i & presisere hva slags epler man ensker seg.

Noter
1 Pa disse firkantene gjelder falgende: Vinkler som ser

rette ut, er rette, sider som ser like lange ut, er like
lange, og sider som ser parallelle ut, er parallelle.
Var oversettelse.

Gitt at alle vinkler er rette og alle sider er like lange.
Leereverkene som ble analysert, er: Matemagisk
8-10, Matemagisk 1-7, Matematikk 8-10, Matema-
tikk 1-7 (fra Cappelen Damm), Matematikk 1-7 (fra
Barentsforlaget), Volum 1-7, Multi 1-7 og Maximum
8-10, som er revidert etter LK20, og Sirkel 8-10,
Tetra 8-10, KodeX 8-10, Nye Mega 8-10, Radius
1-7, Abakus 1-7, Matemagisk 1-7, Matte overalt 1-7,
Maximum 8-10, Multi 1-7, Faktor 8-10, Nummer
8-10, Nummer 8-10 (parallellbok), Tusen millioner
1-7, Grunntall 8-10 og Kasparia 1-7, som er revidert
etter LKOG6.
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klasserom i Norge. Jeg mener det er behov for
mer forskning og kunnskapsutvikling pa omra-
det, og derfor oppfordrer jeg alle leerere som er
nysgjerrige pa a utforske egen praksis, og som
vil bidra til kunnskapsutvikling pa omrédet,
til & invitere en forsker inn i sitt mangfoldige
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Tallforstaelse i grunnskolen i tre ulike land
- et Nordplus Horisontal-prosjekt

Camilla N. Justnes og Bard Vinje

I Nordplus-prosjektet “Effective Mathema-
tic Teaching Practices in Primary Education»
utveksler land og organisasjoner kunnskap og
erfaringer om matematikkundervisning. Malet
er 4 prove ut nye matematikkdidaktiske meto-
der og danne grunnlag for ny kunnskap og for-
slag til nye satsinger.

Bakgrunn

Varen 2022 tok Det tverrfaglige senteret for
pedagogisk innovasjon ved Universitetet
i Latvia, initiativ til et Nordplus Horison-
tal-prosjekt med tittelen «Effective Mathema-
tic Teaching Practices in Primary Education».
Prosjektet innebeerer samarbeid mellom ulike
organisasjoner fra tre land: Latvia, Sverige
og Norge. I tillegg til Universitetet i Latvia er
Nationellt centrum fér matematikutbildning
(Goteborgs universitet), Matematikksenteret
(NTNU), to barneskoler i Riga, en barneskole i
Falkenberg og to barneskoler i Trondheim part-
nere i prosjektet. Hver partner har sine styrker,
med erfaring fra landet og institusjonen de til-
herer. Universitetene har teoretisk grunnlag og
erfaring med utdanning, skolene har praktisk
erfaring og mulighet til & prove ut ulike under-
visningsideer.

Mailet med dette Nordplus-prosjektet er a
danne nettverk pa tvers av land og organisasjo-
ner for a utveksle kunnskap og erfaringer om
matematikkundervisning, & preve ut nye mate-
matikkdidaktiske metoder og danne grunnlag
for ny kunnskap og forslag til nye satsinger.
Samarbeidet har fokus pa hvordan leerere kan
stotte elevers utvikling av tallforstaelse ved &
benytte ulike representasjoner i matematikkun-
dervisningen. Prosjektet gir mulighet til & dele
felles erfaringer og fa nye ideer, i tillegg til &
prove ut nye undervisningspraksiser i egne klas-

Matematikksenteret

Nordplus-programmet har som mal &
styrke og utvikle det nordiske og baltiske
utdanningssamarbeidet. Det innebzerer a stette,
bygge videre pa og fremme innovasjon innen
utdanning gjennom systematisk utveksling av
erfaringer og god praksis. Nordplus Horisontal-
programmet involverer partnere péd tvers av
sektorer, for eksempel universitet og barneskole.
Programmet er apent for alle institusjoner
og organisasjoner som gnsker & samarbeide
om & utvikle utdanning innenfor et livslangt
leeringsperspektiv.

serom, noe som igjen vil gi mulighet for videre
forskning ved universiteter.

Aktiviteter i prosjektet

I lopet av ett og et halvt ar har partnerne i pro-
sjektet mottes bade digitalt og fysisk. Pa disse
metene har vi hatt skolebesgk, observasjon av
undervisning og seminar om profesjonsut-
vikling og matematikkundervisning. Mellom
metene har lererne fra partnerskolene bidratt
med data om bruk av representasjoner i mate-
matikkundervisning og prevd ut nye undervis-
ningsideer.

Det forste deltakerne gjorde var a obser-
vere og rapportere bruk av representasjoner
i egen undervisning, bade lzrerens og elevers
bruk. Leererne valgte & observere og rappor-
tere bruk av konkrete, kontekstuelle, visuelle,
verbale og symbolske representasjoner. De 11
leererne rapporterte inn observasjoner fra 107
undervisningstimer tilknyttet omréadet tall og
tallforstaelse. Verbale representasjoner var hyp-
pigst brukt, etterfulgt av visuelle, symbolske,
konkrete og til slutt kontekstuelle (se figur 1). I
figur 2 ser vi hvordan bruken av de ulike repre-
sentasjonstypene varierer mellom deltakerlan-
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dene. Vi kan spesielt legge merke til at leererne
i Latvia i mye mindre grad bruker konkrete og
kontekstuelle representasjoner.

Figur 1 Bruk av ulike representasjoner i undervisningen.
Andel.

Figur 2 Bruk av ulike representasjoner. Fordelt pa
deltakerland.

I tillegg til & rapportere om bruk av represen-
tasjoner, var vi ogsa interessert i overgangene
mellom ulike representasjoner. De tre vanligste
overgangene vi fant, var overgangen fra visuelle
til symbolske (49 % av timene) og fra verbale til
symbolske (42 % av timene). Til ssmmenligning
var overgang fra konkrete til symbolske repre-
sentasjoner bare observert i 20 % av timene det
ble rapportert fra. Leererne valgte a utfordre seg
selv pa 4 utforske de mindre benyttede overgan-
gene videre, blant annet fra konkrete til visuelle,
fra kontekstuelle til symbolske og kontekstuelle
til visuelle. De designet dermed egne under-
visningsopplegg, der mélet var & inkludere de
mindre benyttede overgangene mellom repre-
sentasjonene. Disse undervisningsoppleggene
provde de sa ut i eget klasserom.
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Om representasjoner

Matematiske objekter som begreper, ideer og
operasjoner er abstrakte og derfor er de bare
tilgjengelige gjennom ulike representasjoner.
Men representasjoner er ikke identiske med
det matematiske objektet, de gir uttrykk for det
matematiske objekt. Det er representasjoner
av matematiske objekter elevene mater nar de
jobber med matematikk.

Det er vanligst & vise til fem ulike
representasjoner for matematiske objekter:
visuelle, konkreter, kontekst/hverdagssituasjoner,
verbale og symbolske. A kunne bruke
matematiske representasjoner og oppdage
sammenhenger mellom ulike representasjoner
er en viktig del av & utvikle dyp matematisk
forstaelse. Derfor ber leerere legge til rette for
ulike representasjoner og sammenhengen
mellom dem i matematikkundervisningen, slik
at elevene utvikler god forstaelse for hva det
matematiske objektet er.

Du kan lese mer om representasjoner i
Svingen (2018): Representasjoner i matematikk.
https://www.matematikksenteret.no/sites/
default/files/attachments/Elever%20som%20
presterer%20lavt/P1_M4.Representasjoner%?20
i%20matematikk_fagtekst_v2.pdf

Matematikksenteret har ogsa en modul for
deg som @nsker mer kunnskap om betydningen
av a bruke representasjoner for elever som har
behov for ekstra stgtte i matematikk https://www.
matematikksenteret.no/kompetanseutvikling/
matematikkvansker-og-tilpasset-oppleering/
modul-1-representasjoner-i-matematikk

Gjennom prosjektperioden har partnerne
opplevd at det er sveert positivt & samarbeide pé
tvers av landegrensene, og laererne har spesielt
trukket frem skolebesokene og observasjonene
i andres klasserom som nyttige. Gjennom disse
far de mulighet til a se egen praksis i et annet
lys, og de far inspirasjon til utvikling av egen
undervisningspraksis og elevenes leeringsmiljo.
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Velkommen til UH-seminar om matematikk i
barnehagen

UH-seminaret om matematikk i barnehagen er en nettverksarena for forskning og undervisning i
barnehagelererutdanningen. I 2024 arrangeres seminaret 13. og 14. mars pA NTNU Kalvskinnet i
Trondheim.

Vi gleder oss over & fa en keynote om yngre barns resonnering og argumentasjon av Lovisa Sumpter
fra Stockholms universitetet.

Vi trenger bidrag

Nytt av aret er at den forste dagen dedikeres til forskning og dag nummer to til praktisk didaktikk
arbeid. Om du har lyst til & bidra med forskning og/eller eksempler fra praksis, send en e-post til
beate.nergard@matematikksenteret.no.

Seminaret (med servering) er gratis, reise og deltakelse dekkes av hver enkelt.
Pameldingsfrist er 23. februar.

For mer informasjon og pamelding, se www.matematikksenteret.no
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Matematikk + sprak = inkludering

Nyhet for barnehager: Matematikksenteret og
Skrivesenteret tilbyr fagdag om matematikk,
sprak og inkludering.

Med tilbudet har de to nasjonale sentrene
gatt sammen om a formidle praktiske eksem-
pler og forskningsbasert kunnskap om hvordan
arbeid med matematikk og sprak kan skape
inkluderende fellesskap i barnehage, SFO og
skole.

Fagdagen bestar av foredrag, erfaringsdeling
og verksted. Tema er:

- hvordan fremme et inkluderende fellesskap
med et spraklig og matematisk arbeid

- hvordan bruke matematikk og sprék til a
ivareta og videreutvikle barns drivkraft for
a forsta verden

- hvordan kan ansatte bidra til at barna opp-
lever et inkluderende samspill som er av
betydning for deres tilhorighet, forstaelse
og utvikling.

Foredragsholdere

Gunilla Eide Isaksen er universitetslektor ved
Skrivesenteret (NTNU). Hun har master i for-
skolepedagogikk og 18 ars erfaring fra arbeid i
barnehagen som spesialpedagog og pedagogisk
leder. Gunilla har undervisningserfaring som
faglerer i pedagogikk pa barnehage- og lerer-
utdanningen.

Anne Hjonnevag Nakken er universitets-
lektor ved Dronning Mauds Minne Hegskole
(DMMH) og Matematikksenteret (NTNU). De
siste to arene har hun ogséa jobbet i Solemdal
barnehage. Anne er utdannet sivilingenior fra
NTNU med tilleggsutdannelse som lektor i
matematikk.
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Beate Nergard er forsteamanuensis ved
Matematikksenteret (NTNU), og hun jobber
med Matematikksenterets barnehagesatsing.
Beate er utdannet barnehagelerer, og har 13
ars praksiserfaring som lerer pa barnetrinnet.
De siste 13 arene har veert ansatt ved Dronning
Mauds Minne Hogskole (DMMH), hvor hun
underviste i matematikk ved bachelorutdan-
ningen. Varen 2022 ferdigstilte hun en doktor-
grad med tittelen «Barnehagebarns matematiske
sprak og kommunikasjon. En kvalitativ kasus-
studie av hva som kjennetegner barns matema-
tiske sprak og kommunikasjon i barnehagen».

Heidi Sande er universitetslektor ved Skri-
vesenteret (NTNU). Sandg har master i bar-
nehagekunnskap. Hun har 20 érs erfaring fra
praksisfeltet, og har jobbet i barnehage og skole.
Heidi har jobbet med kompetanseutvikling i
praksisfeltet gjennom Sprakleyper, utarbeidet
nettressurser og ledet utviklingsarbeid i bar-
nehage og skole. Hun har sammen med Iris
Hansson Myran skrevet bokene «Sprakarbeid
og utforskende skriving i barnehagen» (2018)
og «Barneklare skoler eller skoleklare barn? Om
overgangen fra barnehagen til skolen» (2022).
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AR-teknologi gjor matematikk mer tilgjengelig for

tegnspraklige elever

Lene Grogterud Leer

Statped og samarbeidspartnerne fra Sverige
og Tyrkia har i perioden 2020-2023 utviklet
en tegnspraklig plattform for visualisering og
utforsking av geometriske figurer ved hjelp av
AR (augmented reality). Prosjektet ble finansiert
av Erasmus+. Matematikksenteret har bidratt
med & gi faglige rad pa det matematiske inn-
holdet i manus.

Stort behov for tegnspraklige ressurser

Norsk tegnspréak er et visuelt sprak med egen
grammatikk og struktur. Det er mellom 3000
og 3500 personer som er forstesprakbrukere av
tegnsprak i Norge, og det er derfor et minori-
tetssprak (NOU 2023: 20). Leeringsressurser pa
tegnsprak bidrar til at elevene far tilgang til fag-
stoff pa sitt forstesprak, pa lik linje med majori-
teten av elevene i norsk skole. Mange tegnsprak-
lige elever er eneste elev som bruker tegnsprak
pa sin neerskole. Leeringsressurser pd tegnsprak
er da ekstra viktig. I tillegg kan tospraklige
leeringsressurser (pa norsk tegnsprak og norsk
tale/tekst) bidra til et mer inkluderende leerings-

felleskap i klasserom med herende og deve
elever.

Les mer om tegnsprak: https://www.statped.
no/tegnsprak/hva-er-norsk-tegnsprak-nts/

Matematikk er et fag hvor det eksisterer
sveert fa leeringsressurser pa tegnsprak, og
derfor ble matematikk valgt som fagomréide
i Erasmus+-prosjektet om bruk av AR (aug-
mented reality) for tegnspraklige elever. Vi kan
oversette AR til «utvidet virkelighet». Teknolo-
gien gjor at vi kan kombinere digitale objekter
og virkelighet, ofte ved hjelp av en mobiltelefon
eller et nettbrett. Eksempler pd AR-teknologi
er apper som lar deg se farger eller mebler ani-
mert i din egen bolig og apper som lar deg bruke
filter pa bilder eller videoer. AR skiller seg fra
VR (virtual reality) som erstatter virkeligheten
med en konstruert virkelighet, ofte ved hjelp av
spesielle briller (VR-briller).

Geometri pa mellomtrinnet

Prosjektet fokuserte pa geometri for elever pé
mellomtrinnet, og de valgte temaene var felles

Tredimensjonale figurer

Hvilke ting kan ha form som et femkanta prisme?

Figur 1: Bilde av film med tegnspréakakter.

Matematikksenteret
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for leereplanene til alle landene som deltok i pro-
sjektet:

- vinkler
- todimensjonale figurer
- tredimensjonale figurer

Den ene delen av prosjektet handlet om & lage
tegnspréklige filmer om disse temaene. Filmene
bruker animasjoner for & visualisere geometri,
samtidig som en tegnsprékakter formidler inn-
holdet. Det gjor at elevene kan fa tegn og leere
begreper i matematikk pa tegnsprak. Siden tegn-
spréak er ulike fra land til land, inneholder appen
tegnsprakakterer som snakker norsk, svensk og
tyrkisk tegnsprak.

Den andre delen av prosjektet handlet om
a lage en app hvor elevene kan utforske geo-
metriske figurer. I appen kan elevene blant annet
lage egne geometriske figurer, méle vinkler,
klippe opp todimensjonale figurer og brette ut
tredimensjonale figurer for & underseke overfla-
ten. I tillegg bidrar AR-funksjonen til at elevene
ved hjelp av kameraet pa mobilen eller nettbret-
tet, kan plassere to- og tredimensjonale figurer i
rommet de befinner seg i. Det gjor at de kan ga
rundt figuren for & undersoke den. I tillegg kan
de bruke vinkelverktgyet og gradskiven til & male
vinkler pa fysiske objekter i sine omgivelser.

= MEMNY

Du finner lenke til app og leererveiledning pa
https://www.erher.no/grunnskole/geometri-ar/.
| tillegg skal Statped holde en workshop om
appen pa Leeremiddelseminar i leeremidler for
tegnspraklige i mai 2024.

Appen ble lansert i januar 2024 og er na til-
gjengelig for mobile enheter som bruker Android
eller IOS. Den heter Geometry AR, og kan lastes
ned fra https://www.erher.no/grunnskole/geo-
metri-ar/. Filmene er integrert i appen og de
kommuniserer pa norsk tegnsprak, tale og tekst.
Ressursene har blitt testet av tegnspréklige elever
og leerere pa ulike skoletrinn i Norge, og tilbake-
meldingene har veert positive.

Matematikksenteret og Statped héaper at
appen kan veare et godt stottemateriell for tegn-
spraklige elever, og at den kan bidra til dypere
forstaelse av geometriske begreper og til okt mot-
ivasjon og interesse for matematikkfaget.

Referanse

NOU 2023: 20 (2023). Tegnsprak for livet: Forslag til en
helhetlig politikk for norsk tegnsprak. Kunnskapsde-
partementet. https://www.regjeringen.no/conten-
tassets/391e600a691147d9a38233afb54cb6a0/no/
pdfs/nou202320230020000dddpdfs.pdf

Todimensjonale figurer

Figur 2: Bilde av funksjonen som kan klippe opp en todimensjonal figur.
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Ledergruppen

har ordet

Kjeere LAMIS-medlemmer!

Den 21.0g 22. november 2023
deltok deler av sentralstyret og
ca 450 andre pa Novemberkon-
feransen som ble arrangert av
Matematikksenteret. Vi kom i mal
bade med a trykke opp plakater til
var utforskende ressurs og kunne
vise prototypen av det digitale
innholdet nar vi gjennomforte
to verksteder, et for barnetrinnet
og et for ungdomstrinnet/videre-
gaende skole. Den utforskende
ressursen som vi presenterte pa
konferansen er snart pa vei til
medlemmene vare, og dere kan
lese mer om denne pa side 57.

Vi rakk ogsa a bli ferdig med
LAMIS sitt nye Spillhefte og tryk-
kingen av dette. Flere meldte seg
inn i LAMIS pa konferansen, og
de fikk bade plakat og Spillhefte
som innmeldingsgave. Vi gleder
oss til & ta fatt pa neste hefte, slik
at dette kan bli klart i lgpet av
2024. Vi vil ogsa her gjere bruk av
tidligere Matematikkens dag-hef-
ter. Planen er at det neste heftet
skal handle om Uteskole, og gi
tips til varierte arenaer hvor vi kan
jobbe praktisk med matematikk.
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Det jobbes videre med & fa i
gang flere lokallag og aktiviteter
knyttet til bade nye og eksis-
terende lokallag. Idet lederen blir
skrevet, er vi i siste fase av plan-
leggingen av arets lokallagssam-
ling som foregar i Oslo 27. og 28.
januar. Programmet legger opp til
at vi jobber videre med den utfor-
skende ressursen og at arbeidet
knyttes til argumentasjon og
resonnement. Dette skriver vi mer
om i neste Tangenten.

I vare nyhetsbrev vil vi fortsette
a sende ut ressurser og tilgang
til undervisningsopplegg. Det er
viktig at vi har oppdaterte e-post-
adresser slik at ressursene nar
dere. Ta kontakt med post@lamis.
no hvis dere ikke har fatt e-pos-
tene, sa sarger vi for at kontak-
topplysningene blir oppdatert.

Arets sommerkonferanseko-
mite er godt i gang med planleg-
gingen av sommerkonferansen
som i &r vil arrangeres i Alesund.
Temaet er: «A tenne en gnist».
P& side 60 presenteres to av
plenumsgktene og deler av pro-
grammet for konferansen. Felg
med pa www.lamis.no. Der vil det

komme informasjon om pamel-
ding. Vi i sentralstyret haper at
vi mater dere i Alesund 09.-11.

august 2024.

For den tid er UngeAbel en
viktig del av vart arbeid. Runde
1 er gjennomfert. Nesten 4000
elever fra hele landet deltar dette
skolearet. Klassene er na i gang
med Runde 2 der de arbeider
med problemlasingsoppgaver
som krever kommunikasjon og
samarbeid. Nar denne runden
er ferdig blir det karet en vinner
i hvert fylke som starter arbei-
det med fordypningsoppgaven.
Denne skal de presentere i semi-
finalen pa Gardermoen i april. Vi
ser frem til flotte dager sammen
med elever pd 9. trinn og deres
leerere.

Vi i LAMIS ensker enda mer
kontakt med barnehageleerere,
leerere og leererutdannere. Skriv
til oss med innspill til hva LAMIS
skal tilby vare medlemmer. Hva
kan vi bidra med som stotter det
flotte arbeidet som gjeres hver
dag for & gi barn mestring og
motivasjon for matematikk?

Landslaget for matematikk i skolen



Utforskende matematikk?

Hvordan i all verden far man det til?
v/ Lone Naess, Bergen lokallag

Elever skal leere seg a resonnere,
argumentere og utvikle kritisk
tenkning i matematikk. Disse ver-
diene kan man blant annet lzere
gjennom utforsking og problem-
lesning ifelge LK20. Utforskende
klasserom er abstrakt, og det er
utfordrende a finne riktig vei a
ga for a skape et slikt klasserom-
sklima. Dette var utgangspunktet
da Bergen lokallag sitt styre dis-
kuterte tema for neste lokallags-
samling.

Gleden var stor da lokallaget
fikk opplyst at dette var tema

for LAMIS sine verksteder pa
Novemberkonferansen. («Utfor-
skende undervisning for alle.»)

Vére lokale styremedlemmer
Renate Jensen og Mona Rgs-
seland skulle veere verksteds-
holdere, og Bergen lokallag fikk
spersmal om a veere praovekani-
ner for deres presentasjon.

Landslaget for matematikk i skolen

I november fikk derfor vel 20
leerere delta pa LAMIS lokallags-
kveld. Deltakerne ble presentert
for en ressurs for hvordan man
pa en systematisk mate kan
skape et mer undersgkende og
argumenterende klasserom. Res-
sursen er utviklet av LAMIS med
begge foredragsholderne i spis-
sen. Deltakerne fikk gjennom-
gang av ressursen med mulige
fremgangsmater og hensikten
med hver «boble» i plakaten
de har skapt. Med en kaffekopp
og kjeks fikk deltakerne snak-
ket sammen om tilpasninger vi
kan gjere til vare elever. Vi fikk
resonnert, argumentert og del-
takerne virket bade motiverte
og engasjerte. | plenum kom det
flere forslag for hvordan vi kan til-
passe oppgaver til ulike trinn og
hvordan bruke ressursen til alt fra
innfering i multiplikasjon, dagens
tall og oppgaver fra Mattelist eller
andre problemlgsningsoppgaver.
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Vi diskuterte ressursen brukt til
prosjekter, men ogsa hensikts-
messig mengdetrening.

Ressursen med plakat og et
nettsted for leerere blir delt med
alle LAMIS sine medlemmer i
februar. Pa nettstedet for leerere
finnes forslag til oppgaver, for-
klaring av ressursen, forslag til
arbeidsmater i utforskende pro-
sesser og fagartikler.
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Glimt fra LAMIS pa
Novemberkonferansen

LAMIS hadde to verksteder pa
Novemberkonferansen 2023.
Takk til Matematikksenteret for
en flott konferanse og til alle
deltakerne pa vare verksteder
for flotte innspill og refleksjoner
i gruppeoppgavene. Vi er ogsa
glade for alle som besgkte var
stand med sparsmal og interesse
for vart arbeid. LAMIS fikk flere
nye medlemmer som vi gnsker
velkommen.
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LAMIS nyhetsbrev i februar -

noe a glede seg til

v/ledergruppen

For jul mottok LAMIS-medlem-
mer det femte nyhetsbrevet med
aktiviteter til flere beerekraftsmal,
ideer til matematisk juleverksted
og et godt tilbud fra Aschehoug
Forlag. LAMIS har fatt en avtale
med forlaget om at alle medlem-
mer far 20% rabatt pa Asche-
hougs fysiske baker i matematikk
pa alle trinn (bade grunnbeker og
arbeidsbaker).

_'I

LAMIS ensker alle medlemmaer
en riktig god jul -
of her kommer (o flotte
undervisningsressurser til
FNs barekraftsmal

Farm utyering - Desese 231

LAMIS planlegger a fortsette
dette arbeidet med & sende ut
nyhetsbrev med ressurser fire
ganger i aret. Det neste kommer
i februar og dette er virkelig noe
a se frem til. Da far vare medlem-
mer endelig tilgang til ressursen
vi har arbeidet med det siste aret.
Ressursen har en plakat som kan
henge i klasserommet. Denne
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synliggjer elev- og leererrollen i
arbeid med & utforske matema-
tikk. | tillegg er det utviklet et
digitalt nettsted der laerere finner
forklaring og nyttige tips til hvert
boble péa plakaten. Her finner man
0gsa oppgavebanker, artikler og
forslag til arbeidsmaéter.

Det gjenstar fremdeles to av
FN sine 17 beerekraftsmal, og
disse sender vi ut i april. Nar du
som medlem mottar et nyhets-
brev far du lenke til ressurser.
Du far via lenken i nyhetsbrevet
ogsa tilgang til alt som tidligere
er sendt ut. Dette haper vi gir god
oversikt over hva du som medlem
av LAMIS har tilgang til.

ANIS Eaerekraftsmi A

61



Sommerkonfer:imsen 2024 -
Velkommen til Alesund

v/Sommerkonferansekomiteen

coams N ,.!
A TENNE EN GNIST -
ALESUND 04/ -

«Willkommen, bienvenue,
welcome» synger Liza Minelli
i Cabaret. Dere er hjertelig vel-
kommen til Alesund 9.-11. august
2024 hvor LAMIS arlige sommer-
konferanse skal forega pa Quality
hotel Alesund.

Vigleder oss til 8 samle dyktige
og engasjerte fagfolk til plenum,
verksteder og debatter. Her far du
muligheten til bade a snakke, lytte
og veere aktivt leerende sammen
med andre som brenner for god
matematikkundervisning pa alle

trinn. Vi er godti gang med a sette
sammen et spennende program
for denne helgen. Vi gnsker et
sterkt fokus pa hva som kan tenne
gnisten hos elevene nér vi arbei-
der med matematikkfaget. Hva er
det som skal til for & skape rom
for en utforskende praksis gjen-
nom hele skolelapet? Gjennom
fagfornyelsen har vi fatt et sterkt
fokus pa det a leere i dybden,
eksperimentere, jobbe med pro-
blemlgsning og utforske. Dette er
knyttet til en lekende og kreativ
tilneerming, og vi @nsker aktivitet
og kritisk tenkning som en del av
leereprosesser i alle klasserom.

Landslaget for matematikk i skolen



«Gliicklich zu sehen, je suis
enchanté, happy to see you»

Vi gleder oss til 8 se nye og
gamle deltakere. LAMIS som-
merkonferanse er for mange arets
heydepunkt for ny inspirasjon til
matematikkundervisningen, for
sosial glede og meningsutveks-
ling med andre matematikkinter-
esserte og for en langtidsvarende
vitamininnsprgytning for den
daglige undervisning.

Arets tema er «A tenne en
gnist». Det er selvfelgelig en
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henvisning til Alesund sin his-
torie og bybrannen i 1904, men
ikke minst det vesentlige elemen-
tet i all matematikkundervisning:
a fenge elevenes interesse for
matematikken, vedlikeholde gnis-
ten og fa den til & blusse gjennom
utdannelsesforlgpet. Det gjelder
ikke bare for elevene, men ogsa
for alle som har med elevene a
gjore. Vi ma ogsa bevare gnisten
og gi den naering. Sommerkonfe-
ransen er en glimrende mulighet
for dette. Her kommer vi med
lave skuldre og sol i sinnet, tref-
fer andre matematikkvenner til
inspirerende opplevelser.

«Bleibe, reste, stay»

LAMIS haper a ha satt sammen
et program alle vil sette pris pa.
Vi kan allerede her presentere
to av plenumsholderne. Uansett
om du jobber i en barnehage, pa
en skole eller i en utdannelses-
institusjon vil det veere noe for
nettopp deg.

Mona Nicolaysen har jobbet
nzermere 20 ar i barnehage og har
erfaring fra skole og arbeid med
barn med seerskilte rettigheter.
Hun har mastergrad i barneha-
gepedagogikk og er na stipendiat
ved USN, Institutt for estetiske
fag pa doktorgradsprogrammet
"Pedagogiske ressurser. Mona
har gjort feltarbeidet sitt i Gaza
og er serlig opptatt av barns
estetiske ytringsrom i pedago-
giske virksomheter. Hun har veert
med pa arbeidet med reviderin-
gen av rammeplanen i 2017 der
hun ogsa skrev stgttemateriell om
pedagogisk dokumentasjon pa
oppdrag fra Udir. | 2019 var hun
barnehagefaglig ressurs i Udirs
tverrgdende gruppe i arbeidet
med fagfornyelsen.

A bli et leerende menneske er
tittelen. Synet pa barn og unge,
og hva ansatte i barnehage og
skole tenker om lek og leering far
stor betydning for barn og unges
opplevelsesverden. Bade ramme-
planen og laereplanen vektlegger
medvirkning og utforskning som
pedagogisk omdreiningspunkt.
Det gjor noe med barn og unges
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posisjon i de pedagogiske virk-
somhetene, og mange opplever
det som krevende a fa grep om
den utforskende pedagogikken.
Det kan oppleves som & matte
skape en helt ny pedagogidenti-
tet, og krever kanskje en sterre
apenhet og nysgjerrighet i matet
med bade det faglige og det rela-
sjonelle i de pedagogiske virk-
somhetene. Hvem blir du som
pedagog i mgte med nye for-
ventninger og krav og ikke minst,
hvem har barn og unge mulighet
til & veere eller bli i magte med deg?

Anne-Gunn Svorkmo er for-
stelektor ved NSMO. Hun har
gjennom sine 20 ar ved Mate-

matikksenteret deltatt i flere
forsknings- og utviklingspro-
sjekter, som i kvalitet og omfang
tilsvarer arbeidsmengde og niva
for en doktorgrad. Anne-Gunn
har veert involvert i flere nasjo-
nale pilotprosjekter innenfor
matematikkdidaktikk og etablert
den internasjonale Kengurukon-
kurransen her i Norge. Hun har
jobbet mye tverrfaglig, blant
annet i samarbeid med andre
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nasjonale senter og Artsdata-
banken. Hun har bakgrunn som
leerer, og har gjennom hele sitt
yrkesliv veert tett knyttet til prak-
sis i skolen. Hennes interessefelt
er forst og fremst det som skjer
i klasserommet, og samspillet
mellom elever og leerer. Hun har
veert spesielt opptatt av hvordan
leereren stotter opp om elevenes
leeringsprosesser og fremmer
elevenes forstaelse i matematikk
gjennom problemlgsing og utfor-
skende undervisning. A ga fra
gnist til brennende engasjement
handler blant annet om leererens
rolle som motivator.

Hun kommer til & snakke
om motivasjon, hva som ut fra
hennes erfaringer motiverer og
engasjerer elevene. Hun er i hay
grad ogsa opptatt av leereren sine
verktoy. Hvilke verktey finnes,
hvilke verktey velger en leerer
a bruke, nar passer det & bruke
dem og ikke minst det poten-
sialet de ulike verktgyene har. |
plenumsekten kommer hun ogsa
inn pa leererens grep som en type
verktoay, og da vil hun fokusere pa
hvilke grep en leerer kan ta for 8
skape engasjement i klasserom-
met.

Det blir ogsa et plenum om
kunstig intelligens. Plenumshol-
deren er ikke helt pa plass - vi

har flere foresparsler ute. Kunstig
intelligens er i tiden, og det ligger
et stort potensial innenfor dette.
Hvordan skal vi forholde oss til
det? Kan vi bruke det i under-
visningen og hvordan? Disse og
mange flere spersmal er noe vi
alle er opptatt av og kommer til
here mer om.

Plenumsegktene alene burde
sorge for at vi fyller hotellet til
sommerkurset. Vi gleder oss

«| am your host - in here life is
beautiful»

Folg med pad www.lamis.no
hvor vi vil oppdatere siden om
sommerkonferansen.

Har du innspill eller ansker du
a bidra til sommerkurset? Skriv til
henrik.kirkegaard@lamis.no.

Velkommen til LAMIS sommerkonferanse 2024!

A tenne en gnist.
Dato: 9.-11. august 2024

Pamelding apner i slutten av mars, felg med pa www.lamis.no.
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Lasning pa UngeAbel-oppgaven
| Tangenten 04/2023

v/Marianne Maugesten, leder av jury

Palindromtall (fra semifinalen 2022)
Den heyeste mulige sum av to tresifrede tall er 1998. Vi ansker derfor at summen av tallene skal veere

firesifret og se slik ut: 1?21,

For at siste siffer i summen skal bli én, ma forste siffer pluss siste siffer veere 11.
Slik at

Her ma na enten ? pa hundrerplassen veere 1 (hvis b + b + 1 er mindre enn 10) eller 2 (hvisb + b + 1 er
storre enn 10). Dersom ? pa hundrerplassen er 2 sd ma b + b + 1 ogsa veere 2. Det er ikke mulig siden b

er et helt tall.
Altsd ma ? pa hundrerplassen veere 1, og b ma veere 0. Vi har na et tall aOc hvor a + ¢ = 11. Vi velger a

sa stor som mulig: 9. Da far vi 902.

1
1
14
1114
11111
111114
1111114

= o i Ry =k
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UngeAbel-oppgave

v/Marianne Maugesten, leder av jury

Attesifrede tall (semifinalen 2022)
| denne oppgaven er vi pa jakt etter attesifrede tall, der sifrene 2-9 brukes én gang hver, og slik at alle de
felgende tre betingelser er oppfylt:

i) Produktet av sifrene 3 og 4 og hvert av sifrene som star mellom 3 og 4 i tallet, skal veere 216.
ii) Produktet av sifrene 5 og 9 og hvert av sifrene som star mellom 5 og 9 i tallet, skal veere 270.
iii) Produktet av sifrene 6 og 4 og hvert av sifrene som star mellom 6 og 4 i tallet, skal vaere 1344,

Eksempel: Tallet 23456789 passer ikke, siden 5-6-7-8-9 = 15120, som ikke er lik 270 (betingelse ii).
Hvilke attesifrede tall oppfyller alle betingelsene?
La elevene arbeide i grupper med oppgaven. Vertikale tavler kan veere en god arbeidsmate der elevene

kan fa ideer fra hverandre. Les mer om Tenkende klasserom pa Matematikksenteret sine sider:
https://www.matematikksenteret.no/bygge-tenkende-klasserom
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Nyheter!

IC0 FAGBOKFORLAGET

(P Caspar Forlag AS

Alltid, aldri eller noen ganger?

Praksisneaer og forsknings-basert tilnesrming til hvordan
matematisk argumentasjon kan integreres i undervisningen pa
barne- og ungdomstrinn.

ISBN: 9785293508145 | Kr. 198.-

Matematisk tenking

Utforsker situasjoner som stimulerer matematisk tenking og
kvalitetsrike samtaler. Viser gjennom konkrete eksempler
hvordan elevsamialer beriker forstaelsen, og vekilegger
bevissthet rundt elev- og lzererroliensa.

ISEN: 9788293598152 | Kr. 199.-

Tegning som strategi

Boken viser hvordan tegning, spesielt modelliegning, bevisst kan
statte elevers matematikk-leering ved & utforske egen tenkning,
lzse tekst- og problemiasnings-oppgaver og gir prakliske
eksempler.

ISBN: 8788293598121 | Kr. 199;-

Modellering

Utforsker betydningen av matematiske modeller i skolen, gir
konkrete eksempler og tilbyr laerere ressurser og oppgaver for &
leere elever pa barne- og ungdomstrinnel om modellering.

ISBN: 9788293598138 | Kr. 199.-

Bectill her
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