Modellering som matematisk verktoykasse

For nesten 20 ar siden ble leereplanverket LK06
innfort. Dermed ble det storre vektlegging av
modelleringskompetanse i matematikkfaget.
Tangenten utga et eget temanummer om model-
lering (Tangenten 4/2007) for a stotte imple-
menteringen av den nye laereplanen. Det tema-
nummeret er fremdeles relevant nd som LK20
har forsterket fokuset pd modellering og inklu-
dert kjerneelementet «modellering og anvendel-
ser» i matematikkundervisningen. Dermed blir
modellering blant det viktigste faglige innholdet
elevene skal arbeide med i matematikk i grunn-
skoler og videregaende skoler. Tangenten stotter
opp under dette med et nytt temanummer.
Bakgrunnen er at matematikk i ekende grad
blir en verktoykasse for & beskrive og lase pro-
blemer i utenformatematiske omrader. De fleste
mennesker moter matematikk i hverdagen, hvor
prisene pa dagligvarer oker med prosenter, og
hvor store kriser blir beskrevet med absolutte
eller relative tall av skadete personer og i milli-
oner eller milliarder av skadekostnader.
Matematikk spiller en stor rolle i samfun-
net. Av alle fagfolk som bruker matematikk i
yrkene sine, sier 95 % at de ikke identifiserer seg
som matematikere, men som fiskeoppdrettere,
som trafikkstyrere, som byggingeniorer, som
ernaringsfysiologer og sa videre. Disse mange
fagfolkene arbeider ikke med matematikk som
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et isolert fag, men de bruker matematikk som
verktoy innen utenformatematiske omréder.
Den fortlopende matematiseringen i samfun-
net forer til at mange elever kommer til 4 mote,
a bruke og & lage beskrivelser av virkeligheten i
matematisk sprak. Det er nettopp hva matema-
tisk modellering handler seg om.

Artiklene i Tangentens nye temanummer
beskriver og drefter aktiviteter der elever fra
barnehage til videregidende skole utvikler
modelleringskompetanse. Nar jeg sammenlig-
ner temanumrene fra 2007 og 2024 ser jeg en
betydelig forskjell. I 2007-nummeret var det
ingen forfattere som skrev om modellerings-
syklusen, mens i 2024-nummeret dukker den
opp i nesten alle artiklene. I dette temanum-
meret blir modelleringssyklusen brukt for a
vise at modellering skjer i sammenheng med
andre aktiviteter og dermed gir anledning til
a lose problemer fra virkeligheten ved hjelp av
matematikk. A lage en matematisk beskrivelse
av virkeligheten er dermed ikke et formal i seg
selv, men et nyttig verktoy i besvarelsen av uten-
formatematiske sporsmal. Dermed kan model-
lering gi elevene innsikt i relevansen av faget i
hverdagslivet og i yrkeslivet og vise hvorfor de
md leere matematikk.
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Berget, Vos

Kva er matematisk modellering?

Kva er matematisk modellering? Kvifor matema-
tisk modellering? Korleis ser ei modelleringsopp-
gave ut? Er ein modell det same som ein repre-
sentasjon? Modellering har vore med i norske
leereplanar i fleire tidr. Ikkje alle laerarar har
hatt om matematisk modellering i eiga utdan-
ning, noko som kan fore til usikkerheit knytt til
korleis ein ber undervise om det (Berget, 2023).
Gjennom denne artikkelen vil vi gi nokre svar pa
desse sporsmala. Malet er a fa fram mangfaldet
i korleis ein kan forstd omgrepet, og at mange
ulike elevaktivitetar kan innga som arbeid med
matematisk modellering.

Kva er ein matematisk modell?

Ifolgje leereplanen LK20 er ein modell i matema-
tikk «ei beskriving av verkelegheita i matematisk
sprak» (Kunnskapsdepartementet, 2020, s. 2). Eit
eksempel pa dette er korleis utviklinga av talet
pa smitta personar under koronapandamien vart
uttrykt ved hjelp av differensiallikningar. Desse
likningane er da ein modell. I eksamensoppgéver
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er ein matematisk modell ofte ein funksjon (sja
eksempel pa Figur 1).

Slik ein modell er presentert i LK20, er det
ikkje gitt at denne «beskrivinga av verkelegheita
i matematisk sprak» ma vere ein funksjon. For
eksempel kan ein trekant vere ein geometrisk
modell for & beskrive situasjonen der ein har sett
ein stige oppetter husveggen. Eit kart av skule-
omradet kan ein forsta som ein todimensjonal
modell av eit tredimensjonalt objekt fra verke-
legheita. Ifolgje LK20 kan ogsa sektordiagram,
tabellar og linjegrafar baserte pa data fra verke-
legheita vere matematiske modellar.

Kan ein seie at er ein matematisk modell
for kor mange elevar det er om ein slar saman
A- og B-klassa? Eller at talet «7» er ein modell
for kor mange tenner Silje har mist? Og er sju
teljestrekar ein annan matematisk modell for det
same? Svaret er «ja», sidan desse symbola eller
symbolrekkene er ei matematisk beskriving av
noko fra verkelegheita. Kjerneelementet som
inkluderer matematisk modellering, skal vere
ein del av undervisinga frd 1. til 13. trinn. Det
finst ikkje svar pa kor kompleks ein matematisk
modell mé vere for & kunne kallast ein matem-
atisk modell.

Kva er matematisk modellering, og korleis kan
ei modelleringsoppgave sja ut?

Somme ser pa matematisk modellering som a
uttrykke ein samanheng ved hjelp av eit funk-
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sjonsuttrykk (Berget, 2022). Eksempel péa dette
kan ein finne i nokre tidlegare gitte eksamens-
oppgaver. Oppgava kan vere a lage ein funksjon
ut ifrd ein gitt tabell ved hjelp av regresjonsana-
lyse i GeoGebra, eller 4 stille opp ein eksponen-
tialfunksjon basert pa opplysningar som er gitt,
slik som i oppgéva pa Figur 1. I tillegg kan ein fa
spersmal om a lese av verdien til grafen for ein
gitt x-verdi, eller fa spersmal om & vurdere for
kva x-verdiar modellen er gyldig. I slike oppgéver
blir ikkje modellen brukt for & loyse noko verke-
legheitsnert problem, men elevane ma svare pa
gitte lukka matematiske spersmal som har eitt
korrekt svar.

| ein bydel er det i dag 30000 innbyggjarar. Anta
at innbyggjartalet vil auke med ein fast prosent
kvart ar, og at det i lgpet av 10 ar vil vere dobla.
Lag ein modell fsom illustrerer situasjonen. Teikn
grafen til f, og marker punktet (5, f(5)). Forklar
kva koordinatane til dette punktet fortel om
situasjonen.

Figur 1: Oppgave 3 fra eksamen i matematikk 2P del 2
varen 2022.

Luca har 14 trekichunder
Alle hundene irenger nye sokker Ul alle abbane
Dt ef to sokker | hver pakka

Hvor mange pakker ma Luca kjope?

Bwar

I internasjonal litteratur, for eksempel i Niss
og Blum (2020), er det presisert at & lage ein
matematisk modell er ein del av modellerings-
prosessen, der ein har som mal & lgyse eit pro-
blem som i utgangspunktet ikkje er formulert
med matematisk sprak. Ifelgje denne forklaringa
kan oppgava pa Figur 2 vere ei modelleringsopp-
gave. Medan andre, for eksempel Niss og Jensen
(2002), krev ogsa at ein for alvor ma setje seg inn
i konteksten for & kunne kalle det arbeid med
matematisk modellering. Dei ville difor ikkje
ha kategorisert oppgava slik ho er formulert pa
Figur 2, som ei modelleringsoppgave, og heller
ikkje oppgéava pa Figur 1. Dette fordi ein kan
loyse oppgéavene utan a matte gjere vurderingar
knytte til konteksten oppgéava er formulert i.
Oppgéva pé Figur 1 er heller ikkje formulert som
eit problem fra verkelegheita som skal lgysast, for
eksempel som eit samfunnsproblem om aukande
befolkningsvekst som treng ei loysing.

Ein leerar kan endre oppgava pé Figur 2 slik at
ho ogsa oppfyller Niss og Jensen (2002) sine krav
til modelleringsoppgéve, at elevane ma setje seg
inn i konteksten. For desse endringane anbefaler
Borromeo Ferri (2018) & redusere gitt informa-
sjon, & innfore ekte autentiske aspekt i oppgéva
og 4 stille eit ope spersmal. Til Luca-oppgava kan
ein fjerne informasjonen om kor mange sokkar
det er i kvar pakke. Spersmalet kan heller vere
kva rad elevane vil gi til Luca nar han skal kjope
nye sokkar til alle hundane. D& ma elevane bade
finne ut kor mange sokkar som trengst totalt, og

Figur 2: Oppgéve fra «Nasjonal preve i regning 5. trinn 2020. Veiledning til leerere - oppfelging og videre arbeid med

proven».
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Verkaleg

situasjon og ‘.‘ ‘,.
problem 7

Faktisk
resultat 5

Verkelege verda

Matematisk madell

1} Formulere og konstruere
2} Forenkle o strukturere
3) Matematisere
4 4} Arbeide matematisk
5) Talke
6) Validere
7) Svare og presentere
Matematisk
resultat

Matematisk verd

Figur 3: Modell av modelleringsprosessen. «The Blum-Leiss modelling cycle», henta fra Niss og Blum (2020, s. 17).

Omsett av oss.

i tillegg gjere vurderingar baserte pa det dei veit
om potesokkar. Ved & gjere eit sok pa internett
kan ein finne at ekte potesokkar i den verkelege
verda ofte blir selde i pakkar pa fire, og at dei
finst i ulike storrelsar og til sommar- eller vinter-
bruk. For a kunne hjelpe Luca a bestille potesok-
kar treng elevane a setje seg inn i konteksten. Dei
ma vite om trekkhundane til Luca treng store
eller sma sokkar, og om det er spesifikke krav til
potesokkar som skal brukast til hundekeyring.
Om ein forstar matematisk modellering som
4 matte setje seg inn i konteksten for a loyse eit
problem ved hjelp av matematikk, er det neerare
knytt til matematisk problemloysing. Elevane
ma sjolve avgjere kva framgangsmate dei vil
nytte, og innanfor kva matematisk omréde dei
vil arbeide for & loyse problemet. Dette star i
kontrast til oppgaver der ein far oppgitt at ein
ma bruke regresjonsanalyse i GeoGebra eller
svare pa lukka spersmal med berre eitt korrekt
svar, slik som i oppgavene pa Figur 1 og Figur 2.
Enkelte meiner at ei modelleringsoppgave ikkje
har eitt korrekt svar, men at det som kjenne-
teiknar ei modelleringsoppgave, er at elevane
sjolve mé finne informasjonen dei legg til grunn,
og gjere forenklingar for & kome fram til ei loy-
sing pa problemet (Borromeo Ferri, 2018). Der
vil da vere fleire moglege svar, og ein viktig del
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av modelleringsprosessen er & avgjere om lgys-
inga er rimeleg, ved & vurdere forenklingar som
er gjorde, og foresetnader som er lagde til grunn
for den matematiske modellen som vart utforma
og brukt. Heile prosessen blir gjerne uttrykt som
ein modelleringssyklus, for eksempel som vist pa
Figur 3.

I denne syklusen er verbet «matematisere»
brukt om overgangen fra & uttrykke det foren-
kla problemet med eit kvardagsleg sprak til a
uttrykke det med eit matematisk sprak. Det er
altsa dette som blir gjort i oppgéava pa Figur 1
nar ein gar fra slik modellen er uttrykt med ord
i oppgava, til ein oppstilt eksponentialfunksjon.
Dette blir sett pa som ein del av modelleringspro-
sessen. Liknande eksamensoppgéver som vist pd
Figur 1 kan ha fort til at matematisk modellering
berre har blitt oppfatta som «matematisering»,
og ein har ikkje jobba med resten av prosessen
i undervisinga, som funne i Berget (2022, 2023).
Slike oppgaver kan vere nyttige for a fa erfaring
med matematisering, men for & inkludere heile
modelleringsprosessen nar elevar jobbar med
matematisk modellering, ma ogsa strukturering
av problemet og forenklingar som ikkje allereie
er gjorde, fa plass. Da er der ogsa storre krav til &
validere loysinga ein kjem fram til, og til & gjere
greie for svaret ein far.
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Modelleringsperspektiv

Forslag til oppgave

Om oppgava

Elevar blir utfordra til
velje rett informasjon
og rekneart for & finne
det korrekte svaret.
Den hagre sida av
modelleringssyklusen,
stega knytte til den
matematiske verda er

Modellering fra tekstoppgave

vektlagt.

351 jenter fekk namnet Nora i Noreg i 2022, og 414 gutar
fekk namnet Jakob. Desse namna var pa topp. 1. januar 2022
var folketalet i Noreg 5 425 270 personar. 5543 personar
flytta i 2022 til Mere og Romsdal fra andre fylke i Noreg,

og 5764 flytta fra Mere og Romsdal til andre fylke. Ved
utgangen av 2022 var folketalet i Noreg 5 488 984.

Kor mange prosent auka folketalet i Noreg i lepet av 2022?

Tekstoppgave
som skjuler ei
matematisk
oppgave.
Teksta inneheld
overfladig
informasjon slik
at elevane ma
identifisere kva
som er relevant.

Elevar blir utfordra
til a reflektere over

Delar av
modelleringssyklusen
blir utfert, men ikkje
det forste og dei siste
tre stega.

Matematikkretta modellering

matematiske strukturar.

Her er ei oversikt over folketalet i Noreg nokre utvalde ar,
henta fra ssb.no.

1980 1990 2000 2010 2020
4078900 4233116 4478497 4858199 5367580

a) Finn ein lineaer funksjon som passar til
befolkningsveksten mellom 1980 og 2020.

b) Kor mange innbyggarar er det ifalgje modellen i Noreg i
2030 og i 2040?

¢) Argumenter for bruk av andre enn linezere funksjonar for a
modellere befolkningsveksten.

Elevane

ma bruke
matematikk

og teoretisk
reflektere

over bruken

av han, for
eksempel knytt
til gyldigheits-
omrade.

Formalet er at elevane

Her er ei oversikt over folketalet i Noreg nokre utvalde ar,

Opa oppgave

pa ein induktiv mate.

< | utviklar modellerings- henta fr& ssb.no. som ikkje
= kompetanse og far er formulert
S . . 1980 1990 2000 2010 2020 .
£ positive erfaringar matematisk.
£ med matematikk og 4078900 4233116 4478497 4858199 5367580 Elevane kan
£ | modellering. Kan L . . . . velje metode
o | . B . Korleis vil folketalet i Noreg utvikle seg dei komande ti ara? ) ) .
£ | inkludere alle stega i sjolve. Dei ma
[0} . .
< | modelleringssyklusen. lage og validere
B | Stega & matematisere ein modell.
= . .

og a arbeide

matematisk er vektlagt.
o | Forméleter & starte Det er fire faktorar som paverkar folketalet: fodselstal, Opa oppgave
-% fra konkrete og kjente dedstal, innvandring og utvandring. som krev lang
3 omréde for & reflektere Finn korleis desse faktorane har péverka folketalet i Noreg tid. Arbeid med
g | over matematiske dei siste &ra, og lag modellar for & seie noko om utviklinga oppgava bygger
& | samanhengar. for dei neste 10 ara. funksjons-
%; Dermed utviklar omgrepet, der
© | elevane forstaing av folketalet er
g matematiske omgrep ein avhengig

variabel.
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Elevar erfarer at det
kan vere relevant &
bruke matematikk i
argumentasjon knytt
til samfunnsaktuelle
spersmal. Dei ma ogsa
stille seg kritiske til
bruk av matematikk

i samfunnet. Ofte

ma elevane «ga
gjennom» heile
modelleringssyklusen,
og seerleg er dei tre

Prosjekt om dilemma i fruktbarheitspolitikk
1. Fleire politikarar har uttalt seg om temaet:
a. https://www.nrk.no/ytring/erna-solberg-onsker-seg-
flere-barn.-det-er-det-god-grunn-til-1.14352172
b. https://www.nrk.no/vestfoldogtelemark/folkevalt-
meiner-det-a-ikkje-fa-barn-bidreg-til-ein-livsfiendtleg-og-
egoistisk-kultur-1.16591450
Bruk tekstene og dine eigne erfaringar til & formulere minst
seks ulike pastandar om fruktbarheit. Du treng ikkje vere
einig i dei.
2. Det finst ein matematisk samanheng mellom
fruktbarheita og folketalet.

Malet er & bruke
matematikk

for & kunne
diskutere eit
dilemma i
samfunnet.

siste stega viktige.

Samfunnskritisk modellering

a. Kva blir folketalet i Noreg i 2030 og i 2040 viss
fruktbarheitstalet held seg pa 1,41 i framtida, slik
som det var i 2022 (https://www.ssb.no/befolkning/
fodte-og-dode/statistikk/fodte/artikler/rekordlav-
fruktbarhet-i-2022)?

b. Kva ber fruktbarheitstalet i Noreg vere om vi skal ha
den same prosentvise folketalsveksten som vi har
hatt, dersom innvandringa er stabil?

3. Diskuter korleis matematiske analysar kan hjelpe eller
forvirre samfunnsdebatten om fruktbarheit.

Tabell 1: Namna pa dei ulike perspektiva er opphaveleg contextual modelling, epistemological modelling, educational

modelling, realistic modelling og socio critical modelling.

Kva er malet med matematisk modellering, og
kva har det & seie for oppgavene?

Det finst fleire grunnar til at matematisk model-
lering er med i leereplanen. Modellering kan vere
ein arbeidsmate som gjer at elevane blir moti-
verte for matematikkfaget dersom dei jobbar
med eit tema som interesserer dei. Ved a jobbe
med matematisk modellering kan dei ogsa
oppdage at det er nyttig & kunne matematikk,
for dei treng matematisk kunnskap for & loyse
kvardagsproblem. Om elevar far setje seg inn i
matematiske modellar som er brukte i samfun-
net og i enkelte yrke (for eksempel av ingenigrar
eller frisgrar), far dei erfare at matematikk er
relevant. Ein kan ogsa arbeide med matematisk
modellering for & forstd abstrakt matematikk.
Ved & bruke matematikk i ein konkret situasjon
kan ein oppdage matematiske samanhengar. Og
nar ein jobbar med matematisk modellering,
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blir ikkje matematikk eit isolert skulefag, men
ein kan sjd nytta av det i andre fag og i livet elles.
Séleis kan ein utvikle modelleringskompetanse
som er nyttig for a meistre livet.

Sidan de er fleire forskjellige grunnar for &
jobbe med modellering, kan ein legge vekt pa
ulike aktivitetar og delar av modelleringsproses-
sen i undervisinga innanfor ulike mal. Vi har,
inspirert av Kaiser og kollegaer (2007) og Blum
(2015), utforma ein tabell med oversikt over ulike
modelleringsperspektiv og oppgavetypar. Vi har
tatt utgangspunkt i situasjonen presentert pa
Figur 1 og laga ulike oppgéver tilpassa ungdom-
strinnet eller vidaregaande skule knytte til ulike
modelleringsperspektiv.

Viss vi skal knyte dei to oppgavene pa Figur
1 og Figur 2 til desse perspektiva, vil vi seie at
oppgava pa Figur 1 passar eit omgrepsretta per-
spektiv, og at oppgava pd Figur 2 kan ha vore
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designa som modellering frd tekstoppgive eller
knytt til perspektivet modellering for motivasjon.

Representasjonar i matematikk og
matematiske modellar
Kan vi forsta ein funksjonsmodell som ein sym-
bolsk representasjon? Er matematiske model-
lar ogsd representasjonar? Omgrepa modell
og representasjon har mange fellestrekk. For
d beskrive forskjellane vil vi ta utgangspunkt i
bakgrunnen for kvart av omgrepa, som er brukte
med eit ulikt foremal og i ulike samanhengar.
Omgrepet representasjon er skildra i leerepla-
nen LK20 som «matar & uttrykkje matematiske
omgrep, samanhengar og problem pd» (Kunn-
skapsdepartementet, 2020, s. 3). Dette sam-
svarar med slik representasjonar er definerte i
matematikkdidaktisk litteratur (Duval, 2006;
Janvier, 1987): «Representasjonar kan vere kon-
krete, kontekstuelle, visuelle, verbale og symbol-
ske» (Kunnskapsdepartementet, 2020, s. 3). For
eksempel kan ein framstille ein brek symbolsk,

3
7 verbalt som «tre kvarter av noko» og visuelt

som eit punkt pa tallinja. Kontekstuelt kan brek
bli framstilt i rekneforteljingar om fire barn som
deler tre sjokoladeplater. Kvar representasjon gir

ei ulik framstilling av 7 Omgrepet re-presen-

tasjon betyr igjen-framstilling. I dette tilfellet
vil det seie at eit matematisk objekt som forst
er uttrykt pa éin mate, deretter blir presentert
igjen pa ein annan mate. Desse ulike framstil-
lingane kan erstatte kvarandre, og andre matar a
framstille pa kan gi ny forstaing av sjolve objek-
tet. Derfor er omgrepet representasjon brukt av
forskarar som omtalar forstding av matematiske
omgrep (slik som brek, likningar, funksjonar,
derivasjon osb.). Elevar far djupare forstaing nar
dei kan framstille omgrepa pé ulike matar, bade
fleksibelt og hensiktsmessig (Kilpatrick et al.,
2002; Valenta, 2015).

Omgrepet modell blir ofte brukt i andre enn
matematikkdidaktiske samanhengar, fordi det
finst andre modellar enn dei matematiske. Ein
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modell innan arkitektur kan vere ein fysisk
modell av eit byggeprosjekt, og Bohrs atommo-
dell er framstilling av korleis eit atom er bygd
opp. Ein modell er ofte ei forenkling av noko,
og har den fordelen at han ikkje inkluderer alt
kaos og all stoy. Dei forste matematiske model-
lane om utvikling av tal pa smitta personar i
koronapandemien var forenklingar av den ekte
situasjonen, og hadde ikkje med variablar som
dedsfall og vaksinering. Potesokkmodellen knytt
til trekkhundar (sja Figur 2) tek ikkje omsyn til
om hundeeigarar vil ha reservesokkar fordi dei
kan miste sokkar pa tur, eller at ein kvalp kan
tygge sund ein sokk. Ein annan bruk av omgre-
pet modell er om eit skjema (for eksempel eit
flytskjema for a ta avgjersler), eller eit nestenper-
fekt tilfelle, for eksempel modellar innan kle-
smote eller ideelle oppgaver som elevane bor ove
pa. I alle desse tilfella skil modellar seg fra den
«normale» verda ved & vere forenklingar og ide-
aliseringar av verkelegheita, som er meir rotete
og kompleks. Det er sagt at alle modellar er feil,
men at nokre er nyttige (Box, 1976). Modellar har
altsa avgrensingar, men kan likevel brukast. Ved
hjelp av modellar kan ein lgyse problem som elles
er vanskelege a loyse.

Er matematiske modellar det same som repre-
sentasjonar? For a svare pa dette kan vi sja pa
korleis den matematiske modellen er framstilt. Er
han ein konkret, kontekstuell, visuell, verbal eller
symbolsk representasjon? Ofte skal ein matema-
tisk modell vere symbolsk (uttrykt med tal, ope-
rasjon, funksjonsuttrykk, likningar osb.) eller
visuell (diagram, grafar osb.). Dette er altsa den
same modellen, men han er uttrykt ved hjelp av
ulike representasjonsformer. I problemlaysings-
prosessen kan ein modell ogsa ha ulike represen-
tasjonar. For eksempel kan ein for & hjelpe Luca
(sja Figur 2) forst teikne ei skisse av alle dei 14
hundane pé papir der alle har fire strekar som
representerer potane. Skissa er ei forenkling og
dermed ein reell modell som kan bli brukt til
a setje opp eit multiplikasjonsstykke. Ein kan
neppe oppfatte den reelle modellen som ein
matematisk modell, men han er viktig i vidare
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matematisering. Samtidig er skissa ein visuell
representasjon, og den etterfolgjande multipli-
kasjonen er ein symbolsk representasjon. Den
opphavelege Luca-oppgéva var skriven i setnin-
gar og er dermed bade ein verbal og kontekstuell
representasjon. Viss oppgava hadde vore gitt da
klassa var pa besek heime hos Luca og fekk mote
alle hundane og sett dei sare potane, hadde det
vore ein konkret representasjon. Men dette er
altsd representasjonar av ein situasjon, og ikkje
av eit matematisk omgrep slik representasjonar
er skildra i leereplanen. I modelleringssyklusen
av Niss og Blum (2020) foreslar dei at den kao-
tiske opphavelege situasjonen forst blir omorga-
nisert til ein reell modell, som ei hensiktsmessig
forenkling i loysinga av problemet.

Om vi skal svare pa spersmalet om saman-
hengen mellom modellar og representasjonar,
kan vi basert pd desse avsnitta konkludere med
at representasjonar ikkje er det same som mate-
matiske modellar, men at der finst overlapp.

Matematisk modellering kan inkludere
mange ulike aktivitetar, og det handlar om a
arbeide med matematikk pa ein slik mate at ele-
vane erfarer at matematikk er relevant og nyttig
a kunne. Viss elevane jobbar med matematikk
som eit isolert fag, er det ikkje sjolvsagt at dei vil
gjere koplingar til situasjonar der dei kan bruke
matematikk. Dei ma ogsd lere korleis mate-
matikk kan bli brukt i kvardagsliv, yrkesliv og
samfunn, og jobbe med & avdekke matematiske
strukturar i kontekstar der det ikkje er brukt eit
matematisk sprak. Ved & inkludere matematisk
modellering i undervisinga strekker ein seg etter
a «forebu elevane pd eit samfunn og arbeidsliv i
utvikling» og «ruste elevane til a gjere eigne val
og ta stilling til viktige spersmal i eige liv og i
samfunnet», slik det er formulert i laereplanen
(Kunnskapsdepartementet, 2020, s. 2).
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Baartman

Hvor stor er panteren?

I flere barnehager pa Serlandet har jeg gjennom-
fort opplegget Hvor stor er panteren?. Opplegget
er et eksempel pa hvordan matematisk model-
lering i barnehager kan se ut, men det kan ogsa
veere aktuelt for begynneroppleeringen. I denne
artikkelen vil jeg forst gi didaktisk bakgrunn
og formal. Deretter vil jeg beskrive opplegget og
hvordan barna taklet utfordringene.

Barn far tidlig matematiske erfaringer bade
hjemme og i barnehagen. Barn opplever at klok-
ken er étte, at barnehagelerer Tore er nesten to
meter, og at bestemor fyller sytti ar. Alle disse
forste matematiske erfaringene er knyttet til
hverdagskontekster. Her leerer de spontant og
intuitivt, og bygger innsikt som senere kan bli
mer generaliserte begrep. For & synliggjore det
intuitive og lekbaserte har faget i den norske
rammeplanen for barnehagen (Utdanningsdi-
rektoratet, 2017) ikke matematikk som overord-
net tittel, men de konkrete ordene antall, rom
og form. Rammeplanen legger tydelige foringer
for arbeid med «tidlig matematikk», der barne-
hagen skal stimulere barnas matematiske und-
ring, nysgjerrighet og motivasjon gjennom en
lekende tilneerming uten at barnehagelerere
forklarer eller gir matematiske oppgaver. Blant

Désiré Baartman
CBO Zeist, Nederland
desire.baartman@gmail.com
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de matematiske formalene i rammeplanen stér
det at barnehagen skal bidra til at barn erfarer
ulike storrelser i sine omgivelser og sammen-
ligner disse. Her kan barn pé en kvalitativ mate
leere om noe er storre eller mindre, feerre eller
flere, hayere eller lavere, og tyngre eller lettere
(Flottorp, 2018). Utdanningsdirektoratet (2017)
skriver ogsd i rammeplanen at barnehagen skal
bidra til at barn utvikler rom- og formforsta-
else, plassering og orientering. Da skal barna
leere om hvem som star foran, i midten eller bak-
erst i keen, om hvorvidt bamsen ligger under,
inni eller pa toppen av skapet, eller om tante
bor lenger unna, mens bestemor bor nermere
(Nakken, 2017). Disse erfaringene vil danne
basis for & laere mer formell matematisk kunn-
skap.

I rammeplanen (Utdanningsdirektoratet,
2017) star det ikke at barn i barnehagen skal
leere om matematisk modellering. Nar man ser
pa modellering som en prosess, hvor man for
eksempel skal komme fram til en likning eller
funksjon, gir det ikke mening a tenke at bar-
nehagebarn skal leere matematisk modellering.
Men nar modellering blir tolket som en prosess
hvor noe fra virkeligheten skal representeres
pa en matematisk mate, er det mulig at barn
modellerer. For eksempel nér barn tegner hus,
personer, sola og andre objekter, oversetter de
objekter fra hverdagen til fargerike streker pa
papir. Tegningen er en 2-dimensjonal modell
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som representerer noe 3-dimensjonalt fra hver-
dagen. Nar barnas tegning er kreativ og dermed
mest sannsynlig upresis med hensyn til form og
storrelsesforhold av ulike kroppsdeler, kan det
ikke oppfattes som matematisk modellering.
Men nar barna blir utfordret til a tegne objektet
neyaktig med mélestokk 1 : 1, krever det flere
matematiske aktiviteter, for eksempel sammen-
ligning, plassering, orientering, visualisering og
maling. Disse matematiske aktivitetene er nevnt
i rammeplanen for barnehagen for & gi barn
erfaringer innenfor maling- og romforstaelse
(Nakken, 2017; Udir, 2017). A lage en tegning pa
papir gjennom disse matematiske aktivitetene
gir grunn til & argumentere for at tegningen
kan oppfattes som en matematisk modell av et
objekt i virkeligheten. Dermed kan barn impli-
sitt arbeide med matematisk modellering. Det
vil si at barn blir ikke eksplisitt spurt om a lage
en modell, men om a tegne et objekt s& noyaktig
som mulig. I denne artikkelen beskriver jeg et
opplegg som innebzaerer denne typen matema-
tisk modellering.

I forbindelse med prosjektet DaVinci bar-
nehage (Baartman, 2020) har jeg gjennom-
fort flere opplegg i tre barnehager pa Serlan-
det. Formalet med prosjektet var & fremheve
utforskende lering med vekt pa matematikk,
tysikk og teknikk. Prosjektet ga barn og bar-
nehagelerere mulighet til & delta pda fem
leeringsaktiviteter. Disse var Kikka boks (rom-
forstaelse, speiling), Balansevekt (vekt, telling,
maling), Elektrisitet (redskaper, teknologi),
Bee-Bot robot (programmering, teknologi) og
Hvor stor er panteren? (form, rom, maling).
I denne artikkelen beskriver jeg kun det sist-
nevnte opplegget. Det handler om en stor bam-
sepanter som skal bli utforsket og tegnet (se
Figur 1). Bamsepanteren er skjult i et rom ved
siden av rommet der barna er. De blir informert
om at det finnes et stort bamsedyr i det andre
rommet. De far et stort ark og blir spurt om
a tegne dyret. Det gis tre regler, (1) barna gar
parvis ut i naborommet for & utforske dyret, (2)
gruppen skal tegne dyret like stort som det ‘ekte’

10

)

LIy
& o i
Fapaiine e
P E Tl e

L L e rzt.x
Figur 1. Dyret var sa stort at flere barn kunne tegne
samtidig.

dyret, (3) barna far forst hente dyret nar tegnin-
gen er ferdig.

Barna i par byttet pa a besoke naborommet.
De forste gangene kom de tilbake med uttrykk
av overraskelse og begeistring. De sa for eksem-
pel at bamsen var veldig stor, men likevel sot
og myk. Figur 2 viser hvordan barnas underse-
kelse av dyret var sanselig. Andre par kom til-
bake med meldingen om at bamsen sa ut som
en katt og var «kjempesvart». Her ble det klart
for barna at de kun trengte svarte blyanter, og at
papirarket kanskje ikke var stort nok. Etter noe
diskusjon blant barna om at dyret var verken
tiger eller love, fortalte barnehageleereren at
dyret var en panter.

Figur 2. Barnas tidlige undersgkelse av panteren var i
stor grad sanselig.
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Da barna ble utfordret av barnehagelaereren
til & tegne dyret, matte de finne storrelsen av
hele dyret, men ogséd av hodet, av bein, av halen
osv. Det oppsto diskusjon om hvordan de kunne
finne storrelsen av panteren i det andre rommet,
slik at barna kunne ta denne storrelsen tilbake
til gruppen. De snakket om redskap, «faren min
har en malestokk», og ordet «maling» kom inn
i dialogen. Men barna hadde sine utfordringer,
fordi verken pappa eller méleband var til stede i
rommet. Det var heller ikke meningen at barna
skulle leere & bruke centimeter eller meter.

I alle gruppene brukte barna forst kropps-
deler som maleenhet, for eksempel en under-
arm (se Figur 3). Denne spontane maletilneer-
mingen tilsvarer den historiske maten & male
pé gjennom alen?, som er en eldre lengdeenhet
tilsvarende lengden av underarmen fra albuen
til ytterste fingerspiss. Men problemet for barna
var at ved en slik tilnerming ville det veere
et behov for & kunne telle, noe de fleste ikke
kunne.

Figur 3: Et barn maler panterhalen ved bruk av
underarmen.

I alle gruppene oppsto deretter idéen om a ta
med noen objekter inn i det andre rommet for
a legge dem i en rekke ved siden av panteren.
Noen grupper fikk litt hjelp da barnehagelze-
reren spurte: «Hvordan kan vi vite om det er
riktig storrelse?» I én gruppe tok noen barn av
skoene sine (se Figur 4 a). Barna behovde ikke &
telle, fordi de tok samme sko fra ett sted til det
andre. De la skoene i en rekke ved siden av pan-
teren, og deretter ble de samme skoene satt i en
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Figur 4b: Barn bruker en rekke med beker for & male

panteren.




rekke pé arket. Nér rekken av skoene ikke hadde
riktig lengde til panteren, byttet de skoene ut
til mindre eller storre sko inntil rekken hadde
onsket lengde. I en annen gruppe brukte barna
en rekke boker (se Figur 4 b).

Figur 5. En gruppe brukte en bunt med blyanter for &
vise lengden av panteren.

En gruppe brukte blyanter til maling av pan-
teren. De la blyantene i en rekke ved siden av
panteren, og deretter holdt de blyantene samlet
i handen (se Figur 5). De pekte pa bunten og
sa: «Sa lang er hele panteren!» De brukte ogséd
blyanter for 4 male panterens hode, bein og hale.
Bruk av blyanter eller en rekke med sko betyr
at barna brukte ulike redskaper for & male eller
sammenligne storrelser av objektet med stor-
relser i tegningen (Flottorp, 2018). Barna viste
forstaelse for at den sko- eller blyantformen
opprettholdt lengden mens de flyttet seg fra ett
sted til et annet.

I tillegg til méalingsaktiviteter engasjerte
barna seg i plasserings- og orienteringsaktivi-
teter. Plassering handler om & sette objekter i
forhold til hverandre (Nakken, 2017). I prosjek-
tet om bamsepanteren la barna beker/sko/bly-
anter i en rekke, men ogsa ved siden av halen og
senere ved siden av hele dyret de hadde tegnet.
Orientering handler om & forsta sin egen plas-
sering i forhold til andre og til omgivelser, samt
a forsta hvordan man kan komme seg rundt der
(Nakken, 2017). I prosjektet om bamsepanteren
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métte barna ga fram og tilbake til det andre
rommet, men ogsa bevege seg rundt bamsepan-
teren og rundt tegningen for a se pd dem fra
forskjellige vinkler. De resonnerte at for & tegne
panterhalen matte de sitte pad en annen side
av arket enn ndr de matte tegne panterhodet.
Denne observasjonen bekrefter forskning som
har funnet at innen matematiske modellerings-
aktiviteter blir ofte flere matematiske aktiviteter
flettet sammen (Kaiser & Brand, 2015).

Etter litt over en halv time var barnas teg-
ninger ferdig. Pa alle tegningene hadde barna
tegnet panterens hode som et ansikt med
en posisjon som pa et portrett (se Figur 1 og
Figur 6). For noen voksne virker det kanskje
som at barna har tegnet en ape, men for barna
var det soleklart at panterens ansikt skulle veere
tegnet pa denne maten. De hentet panteren fra
det andre rommet. Det ble en stor opplevelse
for alle da de sammenlignet panteren med deres
egne tegninger. Alle gruppene som jeg jobbet
med, tegnet dyret veldig presist. Faktisk var bar-
nehagelaererne mer overrasket enn barna over at
tegningen og den virkelige panteren var sa like
i storrelse. Da barna sammenlignet tegningen
med den virkelige panteren, gjorde de hva som
er beskrevet i litteraturen som direkte mdling
med sammenligning (Flottorp, 2018). For eksem-
pel plasserte de halen ngyaktig pa tegningen for
a sammenligne lengden av den ekte halen med
lengden av den tegnede halen. De vurderte hva
pa tegningen som var av samme storrelse, og
hva som burde ha blitt tegnet litt storre eller litt
mindre. Da viste de det a vaere selvkritisk.

Deretter métte barna si farvel til bamsepan-
teren, men de var glade for a kunne beholde teg-
ningen slik at de kunne vise foreldrene hva de
hadde gjort og opplevd. Dermed ble tegningen
til en formidlingsmodell for & kommunisere om
aktiviteten og det ekte objektet fra virkeligheten
uten at det var fysisk til stede. P4 denne maten
fikk barna erfaringer med at det er mulig a lage
en matematisk modell for & erstatte noe annet.

Til slutt vil jeg gi noen tilbakemeldinger
fra barnehagelarere etter gjennomferingen av
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opplegget. De sa at de aldri for hadde opplevd
at barna kunne holde fokus pé aktivitetene og
veere engasjert over sa lang tid. Aktivitetene
varte i omtrent tre kvarter. Barnehageleererne
var overrasket over hvor mye barna snakket
sammen og utviklet ordforradet mens de sam-
arbeidet om 4 lage tegningen. En barnehagelee-
rer sa at hun leerte at barn kan male uten at de
kan telle. Og barnehagelererne var enige om at
de selv aldri hadde klart & lage en tegning til &
veere sa noyaktig like stor som den ekte bamse-
panteren.

Figur 6. Panteren er hentet for & sjekke storrelser pa
tegningen.

Noter
1 En panter kan ha gul hud med svarte flekker eller

veere helt svart. Dyret kalles ogsa leopard. En panter
er litt storre enn en gepard, som kanskje noen barn
har sett i Dyreparken i Kristiansand.

2 Alen kan deles i to fot og i 24 tommer.
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I Tangenten 4/2007 beskrev Toril Eskeland
Rangnes 8- og 9-aringers utforskning og model-
lering av utviklingen i en sauebestand som star-
ter med to lam (en han og en hun), og hvert par
far en han og en hun hvert ar.
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Eriksen, Madsen

Den tomme

modelleringssyklusen

Utdanningsdirektoratet skriver at kjerneele-
mentene utgjor det viktigste faglige innholdet
elevene skal arbeide med i oppleeringen (Utdan-
ningsdirektoratet, 2019). De folger opp dette
ved & inkludere kjerneelementene péa eksamen.
Eksamensoppgaven for 10. trinn varen 2022
inneholder for eksempel oppgavebestillingen
«Bruk informasjonen ovenfor som et utgangs-
punkt til & vise din kompetanse innen model-
lering og anvendelse». Oppgaven krever at elev-
ene har en forstaelse for (1) hva modellering
og anvendelse er og (2) hva som menes med a
vise kompetanse innen feltet. Med denne artik-
kelen vil vi vise hvordan vi har tilrettelagt for
(1) modelleringskompetanse og (2) bevisstgjo-
ring hos elevene for hva det betyr & vise kom-
petanse i modellering og anvendelse. Til sist-
nevnte utarbeidet og brukte vi «Den tomme»
modelleringssyklusen» sammen med elever i
ungdomsskolen. Vi forklarer i tillegg hvordan
vi utviklet fire prinsipper for & na vire mal for
elevenes kompetanse. Bevissthet om disse prin-
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John Madsen
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sippene gjorde dem til nyttige verktoy for oss i
klasserommet.

I forskningslitteratur finner vi mange model-
ler og beskrivelser av modelleringssyklusen.
Fellesnevneren for alle er at de skiller mellom
matematikk og noe som er utenfor matematik-
ken. I kjerneelementet modellering og anvendel-
ser beskrives dette utenfor matematikken som
dagliglivet, arbeidslivet og samfunnet ellers.
Spesielt i overgangene mellom disse to «verde-
nene» er de kognitive kravene hoye for elevene,
da de ma anvende kompetanse fra begge, og
veksle mellom dem.

For a integrere modellering ordentlig i skolen
kan en se pd modellering som et verktoy for a
leere innholdskomponenter i matematikk som
areal, likninger, funksjoner og proporsjonali-
tet (Blomhgj, 2019). Vi hadde som mal at elev-
ene bdde skulle utfere modellering for a laere
matematisk innhold og fa en forstéelse for den
matematiske prosessen. Vi ensket at elevene
skulle erfare modelleringssyklusen og knytte
den sammen med matematikken de utforte,
samtidig som syklusen ble gjort eksplisitt
for dem. For 4 fa til dette utviklet vi plakaten
«Den tomme modelleringssyklusen» (Figur 3).
Idéen var 4 fylle inn tekst sammen med elevene
underveis i timer der de arbeidet med model-
leringsoppgaver. Plakaten inneholdt teksten
til kjerneelementet og fire steder til & fylle inn
tekst, de to «verdenene» og overgangene mellom
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dem. Vi skrev ut plakaten i A3-format og hang
den i klasserommet. Plakaten kan lastes ned her:
http://home.uia.no/stige/files/2024/01/DTM _
A3.pdf. Nér vi som lerere syntes at det passet
ringte vi i en bjelle for a ta en kort «time-out»
hvor vi skrev noe pé plakaten.

Vi arbeidet for a skape en god «model-
leringsand» der vi la vekt pa godt samarbeid og
elevenes ansvar for & ta beslutninger selv (Frejd
& Vos, 2023). I klasserommet arbeidet vi i stor
grad pé vertikale tavler, vi passet pa a stille
sporsmal som ledet elevene videre uten a gi sva-
rene og vi brukte elevenes arbeid som utgangs-
punkt for diskusjoner i fellesskapet. Disse tre
idéene er beskrevet som «ikke-frontvendte klas-
serom», «fortsett-a-tenke-spersmal» og «for-
ankring fra bunnen av» i Liljedahl (2021/2023).

Modelleringssyklusens forste faser og girene
pa en sykkel (8. trinn)

Vi startet okten med & henge opp «Den tomme
modelleringssyklusen» pa oppslagstavlen, og
forklarte helt kort de fire plassene péd plakaten
hvor vi skulle fylle inn detaljer underveis. Der-
etter hentet noen elever sykler med utvendige
gir inn i klasserommet og den noe upresise
oppgaven «Finn ut av girene pa syklene» ble
gitt muntlig.

I kjerneelementet leser vi at «En modell i
matematikk er en beskrivelse av virkeligheten
i matematisk sprak» (Kunnskapsdepartemen-
tet, 2019). Ofte tenker vi pa formler, funksjoner
og likninger som det matematiske spraket for
modeller. For girene pa en sykkel kan en modell
veere U = F/B der U star for utveksling og F og
B for omkrets foran og bak. I ungdomsskolen
er det ikke alle elevene som har kommet til det
abstraksjonsnivaet og vi ma tenke pa andre
representasjoner av modeller som kan vare
nyttige i elevenes leering. For eksempel kan et
oppstilt regnestykke med tall veere et konkret
eksempel pa en mer abstrakt formel eller en
tabell kan veere det for en funksjon. I Figur 1 ser
vi til venstre hvordan en gruppe elever beskrev
girene pa en sykkel og til hoyre slik laereren sa
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for seg en grafisk representasjon av girene, der
stigningstallet til en linje gjennom origo og et
punkt viser utvekslingen.

I starten kan det veere fristende a gi elev-
ene en pangstart og en retning i arbeidet ved
a bruke ordet utveksling eller & vise en 1:1 eller
2:1 girutveksling pé tavla. I en annen mate-
matikktime kunne vi til og med vert fristet
til & starte med formelen Utveksling = antall
tenner foran / antall tenner bak. Men det ville
veere a ta fra elevene viktig evelse knyttet til
de delene av modelleringssyklusen der de ma
ta forutsetninger og valg. Elevene ville da ikke
erfare hele modelleringssyklusen og aktiviteten
ville naerme seg en mer tradisjonell klasserom-
spraksis der leereren bestemmer detaljene i det
matematiske innholdet, og elevene vil i storre
grad forvente at det de gjor enten er rett eller
galt. Berget (2022) viste at modelleringsaktivi-
teten ikke bor handle om 4 finne et svar, men
a bli utfordret til 4 ta egne valg. Vi onsket ogsa
at elevene skulle erfare disse tidlige fasene i
syklusen. Derfor fikk de ikke hjelp til & tolke
oppgaven for de startet. I stedet ringte vi med
bjella og stoppet arbeidet for forste gang ganske
tidlig. Den anledningen brukte vi til & snakke
om at det er vanskelig & komme i gang, og vi lot
elevene komme med et par innspill til hva de
kunne gjore for & komme videre. Dette ga bak-
grunn for det forste prinsippet for arbeid med
modellering:

Prinsipp 1: La elevene finne retningen og gi
tid til det.

De fleste gruppene startet med & multiplisere
for & finne antall gir, og deretter stoppet det litt
opp og lite skjedde. Med to grupper pa hver
sykkel, og gruppenes notater pa whiteboard-ark
pé veggene, kunne alle folge med pa hva andre
grupper gjorde. Vi laerere hadde et klart bilde
av hvilken retning dette kunne ta (Figur 1), og
da er det krevende & ikke hjelpe for mye i den
retningen vi ensker. Etter noen minutter var det
én elev som talte litt pa et tannhjul pa sykkelen
og laereren gikk til eleven:
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Leerer
Elev
Leerer

Hva er det du holder pd med?

Nei.... jeg vet ikke ... taggene ...

Du tok pé en og en tann rundt hele,

gjorde du ikke.

Elev Ja

Laerer Fant du hvor mange tenner det var?

Elev  Paden (peker pa et tannhjul i kran-
sen).

Laerer Det var lurt. Hvor mange var det?

Elev 24

Laerer De andre da?

Etter dette begynte noen andre elever a telle
pa tannhjulene og etter enda noen minutter sa
ringte vi med bjella og stoppet opp og disku-
terte hvordan a telle kan vaere en del av det &
modellere — & oversette til matematikk. Ved &
bekrefte og forsterke én elevs bidrag, inspirerte
vi elevene i klassen til 4 telle. Litt senere var det
nok & sporre én gruppe om de kunne systema-
tisere tallene sine, og deretter fulgte de andre
gruppene etter denne gruppa (Figur 1). En del
av leerernes forberedelser til aktiviteten kan veere
a se for seg hvilke modeller og representasjoner
som kan veere nyttige i aktiviteten, f. eks. dia-

grammet til hoyre i Figur 1. I gjennomforingen
av aktiviteten var det imidlertid det elevene pro-
duserte vi brukte. Representasjonen vi laerere
hadde sett for oss, sparte vi til en annen gang.
Prinsippet vi her kom fram til var:

Prinsipp 2: Bruk elevenes bidrag til a skape
framdrift og fellesskap om matematikken.

| matematikkens verden og en solcellebil

(9. trinn)

En vanlig aktivitet i de forste fasene av et
modelleringsarbeid er & gjore egne antagelser
om situasjonen og valg om hva man skal over-
sette til matematikk. Dette sa vi ikke s& mye av
i aktiviteten med sykkelgirene, men den neste
oppgaven var designet for at vi ogsa skulle fa se
ndr elevene matte gjore mye av dette. En mulig
modell elevene kunne lage var at rekkevidden til
en el-bil med solceller avhenger blant annet av
differansen mellom effekt brukt og effekt fra sol-
cellene, og serlig om solcellene var det mange
antagelser som matte gjores. Igjen introduserte
vi kort «Den tomme modelleringssyklusen»
og vi gav oppgaven muntlig, for vi hang opp
pé veggen et bilde fra en artikkel om en elbil.
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Figur 1: Elevenes representasjon, og leererens grafikkfelt fra GeoGebra med koordinater til to gir med omtrent samme

utveksling.
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El-bilen pa bildet hadde solceller og oppdraget
var «El-bil med solceller. Er det noen vits?».

Det viste seg at elevene i denne oppgaven tok
arbeidet i flere forskjellige retninger, sa Prin-
sipp 2 over viste seg viktig ogsa i denne akti-
viteten. Vi matte gi god tid til elevene for at de
skulle komme seg inn i matematikkens verden.
Vi som leerere i rommet hadde nok forventet at
dette ville dreie seg mye om kilowattimer (kWh)
og maks teoretisk effekt fra solceller (kWp), og
forholdsregning, der arealet tilgjengelig for sol-
celler pd en bil kom i betraktning i forhold til
arealet til solceller med kjent kWp. Og som for
sykkelgirene sa forsokte vi a bruke noen elev-
bidrag for & lede gruppene i denne retningen.
Allikevel s vi store forskjeller mellom grup-
pene. Noen gjorde omtrent som vi forventet,
men resultatene kunne vaere sa forskjellige som
at det er plass til 1,5 solcellepanel og 10 solcel-
lepanel pa arealet til en bil (Figur 2). I de to
klassene som gjorde denne aktiviteten var det
én gruppe som undersgkte mye om ladehastig-
heter og hvor lang tid det ville ta a lade en bil
med solceller. Flere grupper konkluderte med at
«Nei, det er lite ekstra rekkevidde & hente med
solceller pa el-bil». En gruppe tok en helt annen
retning og vurderte dette i forhold til milje. I
forste omgang var nok leererne litt usikre pa om
miljoperspektivet ville ha noen verdi i denne
oppgaven, men det viste seg at denne gruppa
ogsa fikk gjort mye meningsfull matematikk.
Over en bils levetid var det absolutt av betyd-
ning med ren fornybar energi. Konklusjonen ble
derfor «Ja, det er vits» for denne gruppa.

Figur 2 viser deler av tre gruppers arbeid med
solcellebilene. Vi ser en blanding av beregninger
de har gjort og konklusjoner ut fra beregnin-
gene. Arbeidsformen og dpenheten i oppgavene
var ny for elevene, og de fleste gruppene hadde
mer kontroll pa & gjore beregninger og a komme
til resultater, enn pa hvordan disse ble kommu-
nisert. Vi sa upresis bruk av bade benevninger
og resultater. Ofte matte vi sporre elevene «Hva
mener dere her?», for vi kunne ga videre i dialog
om innholdet.
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Figur 2: Elevarbeider om bil med solceller.

I midten i Figur 2 ser vi hvordan en gruppe
har regnet 4,8:1,7 og fatt omtrent 2,5. Deretter
konkluderer de med at det er plass til 1,5 sol-
cellepanel pa en bil. Nar de ble spurt om dette
sa kunne de forklare at de ikke regnet pa areal,
men at benevningene i divisjonen var meter og
at pga. frontvinduet pa bilen ble det bare plass
til 1,5 og ikke 2,5 solcellepaneler pa lengden av
bilen. Her korrigerte elevene det matematiske
resultatet i overgangen til verden utenfor mate-
matikken.

Det overste bildet i Figur 2, nede i hoyre
hjerne, viser hvordan en gruppe bruker ordene
«lang» og «bredd», de multipliserer disse og
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dobler resultatet til 17,28 kvm tilgjengelig areal
pa en bil. Deretter dividerer disse ogsa med 1,7
og far 10 som antall solcellepaneler pa en bil. P4
sporsmal her svarer gruppen at de har regnet
med arealer og at bilen har to sider. Nér vi holdt
oss 1 matematikkverdenen sa var det naturlig
a sporre denne gruppen litt mer om hvordan
de tenkte med arealberegningene. I overgangen
til verden utenfor matematikken diskuterte vi
sammen med elevene om det finnes solceller
som kan brukes pa vinduer, om det er realistisk
a dekke hele bilen og hvor det er best i forhold
til solinnstraling.

Med begge disse gruppene var det viktig
for oss a ikke diskutere rett eller galt i forhold
til antagelser og valg de hadde gjort. Vi fikk
elevene til & forklare sine beregninger noe som
medforte at de vurderte seg selv samtidig, og de
fikk forklare ssammenhengen mellom modellen
og verden utenfor matematikken. Uten a gi én
gruppe rett papekte vi at de hadde fatt veldig
forskjellig resultat med sine forskjellige valg og
antagelser.

Nederst i Figur 2 vises en tredje gruppes
arbeid. Denne gruppen hadde en bil som brukte
10 ganger mer strem enn det som er vanlig pr.
mil, og de multipliserte opp maks effekt 440
Wp for 1 panel med 360 dager i aret, og fikk
dermed en helt urealistisk stremproduksjon.
Konklusjonen «Nei - det er ikke vits med sol-
celler pa el-bil» valgte de sa kun & begrunne
med de ekstra kostnadene med solceller. Denne
gruppa ser ut til & ha mistolket kildene sine om
solcellepaneler og el-biler. Allikevel vektla vi her
modelleringskompetanse og veiledet dem til a ta
utgangspunkt i tall og beregninger nar de skulle
komme med sine konklusjoner. Tallene kan all-
tids korrigeres senere. Bade «Ja-gruppene» og
«Nei-gruppene» fikk beholde sine konklusjoner,
men métte begrunne sine valg. Dette er eksem-
pler pa det tredje prinsippet:

Prinsipp 3: Tillat og utnytt forskjeller i klas-
serommet.
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Slutten pa syklusen

Vi tok utgangspunkt i anbefalingene fra Smith
og Stein (2011) om hvordan man kan (1) folge
med pa elevenes arbeid underveis, (2) velge noe
fra elevenes arbeid, (3) bestemme en rekkefolge
og (4) hjelpe elevene med & se sammenhenger.
Figur 2 viser hvordan vi med blatt kritt og red
smartboardtusj valgte ut noe vi ba elevene om
ikke & viske ut, fordi vi ville bruke det i opp-
summeringen. Bade hva vi valgte, og rekke-
folgen vi brukte det i, ble bestemt ved hjelp av
modelleringssyklusen.

Vi startet med & diskutere med elevene anta-
gelser og forutsetninger vi sa noen steder, og
knyttet dette til starten av modelleringssyklu-
sen. Vi spurte om utregninger og snakket om
matematikkens verden. Hvis en gruppe hadde
en formel eller eksempelutregning sé kalte vi det
en modell. Vi spurte hvordan de hadde kommet
til sine konklusjoner fra bade matematikken og
fra en kontroll mot verden utenfor. Spersmal
som kunne hjelpe elevene til a trekke linjene
fra eget arbeid til modelleringssyklusen kunne
veere: «Hvilke antagelser gjorde dere i starten
for & komme til dette?», «Her var dere vel bare
i matematikkens verden og tenkte ikke sa mye
pa hva dette betyr, eller?» Gjennom gruppenes
arbeid oppsummerte vi oss gjennom modelle-
ringssyklusen.

Ogsa i dialogen underveis i timen fikk vi
stotte av «Den tomme modelleringssyklusen».
Liljedahl (2023) beskriver hvordan man kan
svare pa sporsmal som fér elevene til  fortsette
d tenke. En teknikk for a fa til det er & holde
dialogen pa et overordnet nivd. I modellerings-
timene kunne vi bruke modelleringssyklusen til
komme til dette nivaet. Om eleven spurte om
noe er riktig eller galt, et typisk «stoppe-og-ten-
ke-speorsmél», kunne vi holde dialogen pa et
prosessniva om antagelsene de har gjort, og om
resultatene deres validert mot verden utenfor.
Dette forte til det fjerde prinsippet:

Prinsipp 4: Bruk modelleringssyklusen i dia-
logen underveis, og til sekvensering og oppsum-
meringen av matematikken.
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Virkeligheten utenfor matematikken

Figur 3 Den tomme modelleringssyklusen

Resultater i «Den tomme
modelleringssyklusen»

Ordene som ble skrevet pa plakaten gjennom
timene var knyttet bade til elevenes handlinger
og folelser om modelleringen. Ingen av klassene
hadde erfaring med time-out og refleksjon om
prosessen de var i. Det var allikevel forskjeller i
klassene og vi opplevde at dialogen om model-
leringssyklusen matte veere tettere knyttet til
eksemplene pa 8. trinn enn for de eldre elevene.
Om «Virkeligheten utenfor matematikken» ble
det skrevet ord som soke, velge, klargjore, forut-
setning, fakta, anta, sammenlikne, lese og sam-
arbeide, i pila «Modellere» skrev vi finne opp-
byggingen, plan, prove, se i boka, slitsomt, telle
og lage tabell, usikkerhet og tabell/system. Det
letteste var kanskje a fylle ut «Matematikkens
verden», her kom det ord som laget diagram
og formel, laget tabell, tall, regne, feile, pluss,
multiplikasjon, prove og feile, formel, sammen-
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likne to formler og lage liste med punkter. Det
vanskeligste var nok kanskje a fa fylt inn i pila
«Anvende», kanskje litt fordi dette ofte kom
mot slutten av timene: sjekke, si noe om sykkel,
avgrenset funksjon, forklare, presentere, vurdere
og tolke og sjekke med virkeligheten var ord om
a anvende matematikk. Alle disse ordene kom
fra modellering i mange forskjellige timer, og
for alle klassene kan vi nok si at dette bare var
starten pa en bevisstgjering om modellerings-

Figur 4: Elev skriver i «den tomme

modelleringssyklusen».
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syklusen. En av elevene skrev péa arket «Lage
matteoppgave selv og lase den». I etterkant sa
denne eleven at dette var hens mate a uttrykke
egentlig hele modelleringssyklusen.

Oppsummering

A lede en klasse i modellering er en krevende
gvelse. Vi métte tenke noye gjennom hva det vil
si @ modellere og hvordan det skulle informere
oss om var rolle i klasseromsfelleskapet under
modelleringsaktivitetene. Etter flere gjennom-
foringer kom vi fram til fire prinsipper som
utpekte seg som viktige for gjennomfering av
modellering og for samtidig a leere om model-
leringssyklusen:

1. Laelevene finne retningen og gi tid til det.

2. Bruk elevenes bidrag til a skape framdrift
og felleskap om matematikken.

3. Tillat og utnytt forskjeller i klasserommet.

4. Bruk modelleringssyklusen i dialogen
underveis, og til sekvensering og oppsum-
meringen av matematikken.

Hvert av prinsippene er i seg selv er utfor-
drende a gjennomfore, men «Den tomme
modelleringssyklusen» gir en stotte til & fa
det til. Gjennom plakaten kan leereren eksem-
plifisere og veere eksplisitt om hva det vil si a
modellere, og elevene kan lettere akseptere
utfordringene som modellering gir. Samlet kan
prinsippene gi anbefalinger om en god klasse-
romspraksis i modelleringsaktiviteter.

Torkildsen (2020) skriver at nar vi skal lede
undervisningen fram mot et laeringsmal sa er
det nyttig & se for seg bade det langsiktige malet
for en periode og det mer kortsiktige malet for
undervisningsekten. Vi sa pa aktivitetene vi
har presentert her som starten pa en langsiktig
oppleering i modellering, samtidig som kunn-
skaper om forholdsregning, areal og benevnin-
ger var mer kortsiktige mal. Vi matte balansere
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den hjelpen vi ga om matematikk knyttet til
girutveksling og solceller slik at vare nare mal
for undervisningsekten ikke kom i veien for et
langsiktig mal om kompetanse i modellering.

For at elevene skal lere seg modellerings-
kompetanse, trenger vi at leererens rolle og nor-
mene i klasserommet utvikler seg i en annen
retning enn nar elevene arbeider med matema-
tikken fra leereboka. Vi hadde ikke noe fasit, vi
hadde oppgaver som kom utenfra, vi lot elevene
finne sin egen vei og vi spurte om hva dette kan
brukes til. For & fa til dette matte vi forst bli
bevisste om hva dette betyr for vare handlinger
i klasserommet, og deretter vaere eksplisitte om
det for elevene. Det fikk vi hjelp til gjennom &
bruke plakaten med «Den tomme modellerings-
syklusen».
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Ronning

Preskriptiv modellering og

laereplanen

Ulike aspekter ved matematisk modellering

I den gjeldende lereplanen for norsk skole
(LK20) er Modellering og anvendelser ett av
seks kjernelementer. Dette kjerneelementet er
beskrevet slik:

En modell i matematikk er en beskrivelse av
virkeligheten i matematisk sprak. Elevene
skal ha innsikt i hvordan modeller i mate-
matikk brukes for a beskrive dagliglivet,
arbeidslivet og samfunnet ellers. Modellering
i matematikk handler om 4 lage slike model-
ler. Det handler ogsa om & kritisk vurdere
om modellene er gyldige, og hvilke begrens-
ninger de har, vurdere modellene i lys av de
opprinnelige situasjonene og vurdere om de
kan brukes i andre situasjoner. Anvendelser
i matematikk handler om at elevene skal fa
innsikt i hvordan de skal bruke matematikk
i ulike situasjoner, bade i og utenfor faget.
(Utdanningsdirektoratet, 2020)

Den definisjonen som her gis av modellering,
synes & vere inspirert av modelleringskom-
petansen slik denne er formulert i det danske
KOM-prosjektet (Niss & Jensen, 2002), der

Frode Ronning
NTNU Trondheim
frode.ronning@ntnu.no
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matematisk kompetanse beskrives som sam-
mensatt av atte kompetanser. En av disse er
modelleringskompetanse, og den er formulert
slik:

Denne kompetence bestar pa den ene side i at
kunne analysere grundlaget for og egenska-
berne ved foreliggende modeller og at kunne
bedemme deres raekkevidde og holdbarhed.
Hertil horer at kunne «afmatematisere» (traek
ved) foreliggende matematiske modeller, dvs.
at kunne atkode og fortolke modelelementer
og -resultater i forhold til det felt eller den
situation som er modelleret. P4 den anden
side bestar kompetencen i at kunne udfore
aktiv modelbygning i en given sammenhzeng,
dvs. at bringe matematik i spil og anvendelse
til behandling af anliggender uden for mate-
matikken selv. (Niss & Jensen, 2002, s. 52)

Her beskrives to sider ved modellering, modell-
analyse og modellbygging, dvs. henholdsvis det
a analysere en eksisterende modell og selv a lage
en modell.

En matematisk modell beskrives ofte som
et system som bestar av et utenformatematisk
omrade (D), et matematisk omrade (M), og en
avbildning (oversettelse) fra D til M. Prosessen
starter i D, der den aktuelle situasjonen beskri-
ves og systematiseres. Ofte gjores det forenklin-
ger i situasjonen for den oversettes til matema-
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tisk sprak i M. Innenfor M foregar det matema-
tisk arbeid, for eksempel beregninger, og resul-
tatene av disse oversettes tilbake til D og tolkes
og valideres innenfor D. Valideringsprosessen
innebeerer & sammenligne resultatene fra det
matematiske arbeidet gjort i M med den kjente
virkeligheten i D (Niss, 2015, s. 68-69). Dersom
samsvaret med D ikke er tilfredsstillende, vil
det vaere behov for a revidere modellen, dvs.
endre den matematiske beskrivelsen av D for
eksempel ved & trekke inn aspekter som man
i forste runde valgte a utelate eller ikke tenkte
péa. Et konkret eksempel kan vere & beskrive
en kastebevegelse matematisk der man velger a
se bort fra luftmotstanden. Dersom beregnin-
gene ikke samsvarer godt nok med det man kan
male, md man se hvordan man kan innlemme
luftmotstanden i den matematiske beskrivelsen.
Denne prosessen beskrives ofte som en syklus,
modelleringssyklusen, og den er fremstilt pa
ulike mater (se f.eks. Niss, 2015, s. 68).
Modelleringssyklusen beskriver et samspill
mellom en eksisterende virkelighet (D) og en
matematisk beskrivelse (M) av denne virkelig-
heten. I formuleringen av modelleringskompe-
tansen i Niss og Jensen (2002) svarer dette til
modellbygging. Dette er ogsa det som vektleg-
ges i det aktuelle kjerneelementet i LK20 nér det
star at en modell «er en beskrivelse av virkelig-
heten i matematisk sprak», og at «[m]odellering
i matematikk handler om 4 lage slike modeller»
(Utdanningsdirektoratet, 2020). Formulerin-
gene i kjerneelementet passer ogsa godt til det
som kalles deskriptiv modellering. Dette inne-
baerer at man ensker a beskrive noe som er, en
virkelighet. En annen viktig form for modelle-
ring er det som kalles preskriptiv, eller normativ,
modellering. Slik modellering innebeerer ikke a
beskrive en eksisterende virkelighet, men, som
Niss sier, a designe, foreskrive, organisere eller
strukturere visse deler av en virkelighet (Niss,
2015, s. 69) - a skape en virkelighet. Nar man
bruker begrepet normativ modellering, legger
man ogsa inn et aspekt av verdier (normer). Jeg
vil videre i artikkelen argumentere for at pre-
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skriptiv, eller normativ, modellering er et viktig
aspekt av matematisk modellering, og at dette
synes a vere lite vektlagt i leereplanen.

Jeg har tidligere (Ronning, 2023) diskutert
matematisk modellering i et videreutdannings-
tilbud for leerere. I denne artikkelen tar jeg med
et eksempel fra denne virksomheten, men det
viktigste er en diskusjon av modelleringsbegre-
pet slik det fremstar i gjeldende leereplan, LK20.

Preskriptiv (normativ) modellering

Niss (2015) nevner flere eksempler pa preskrip-
tiv modellering gjennom spersmal som hvor
man skal plassere et nytt kraftverk eller et kjo-
pesenter, og han gar detaljert inn pa tre eksem-
pler. Jeg vil se pa to av disse her, A-formatet for
papir og Gini-indeksen.

A-formatet for papir er laget etter folgende
oppskrift: Ta utgangspunkt i et rektangel pé
1 m? (AO) som er slik at dersom man deler det
i to ved & brette om midtnormalen som forbin-
der de lengste sidene, sa skal hver av halvdelene
(A1) veere formlik med det opprinnelige rektan-
gelet. Fortsett sa denne prosessen for a lage A2,
A3 osv. Ved en formlikhetsbetraktning finner
man ut at forholdet mellom langsiden og kort-
siden i disse rektanglene ma veere 2 . Her har
man laget en matematisk modell og ved hjelp
av denne skapt en virkelighet. Dermed gir det
ikke mening & snakke om hvorvidt modellen
er gyldig. Den prosessen som forer til forholds-
tallet /2, kan sees pd som det Niss og Jensen
(2002) kaller modellanalyse. En viktig forskjell
fra deskriptiv modellering er akkurat det at
begrepet gyldighet ikke gir mening fordi det
ikke finnes en virkelighet a8 sammenligne med,
da virkeligheten er skapt gjennom modellen. I
dette eksempelet er ikke det normative aspek-
tet sa sterkt. Man kan diskutere om formatet
er hensiktsmessig, og om det er vakkert, men
ellers er det fa verdivurderinger knyttet til dette
modellvalget.

De andre eksemplene jeg vil nevne, er litt
annerledes i sa mate. Jeg vil forst ga litt inn
péa den sdkalte Gini-indeksen. Den illustreres
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ofte som vist pa Figur 1. Her representerer den
bla kurven (Lorenz-kurven) funksjonen L(p),
definert som andelen av de totale inntektene
i en befolkning som inntjenes av den ande-
len p av befolkningen som har lavest inntekt.
Den rette linjen y = p i figuren kalles linjen for
perfekt likhet, som betyr at p % av befolknin-
gen star for p % av inntekten. A er arealet av
omradet mellom y = p og y = L(p), B er arealet
av omradet mellom y = L(p) og den horison-
tale aksen, og Gini-indeksen G defineres som
G = A/(A + B). G blir da et tall i interval-
let 0 < G < 1, der G = 0 representerer perfekt
likhet (A = 0) og G = 1 representerer maksimal
(perfekt) ulikhet (B = 0), som innebeerer at én
person har all inntekten (Epland & Tuv, 2019).
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Kumulativ prosent av befolkningen

Figur 1: Gini-indeksen.

Eksempelet med Gini-indeksen viser hvorfor
begrepet normativ modellering blir brukt, fordi
den ofte blir brukt normativt for a uttrykke
verdier et samfunn er bygget pa. Man kan for
eksempel hore at politikere fremhever det som
onskelig at et samfunn har lav Gini-indeks. I
Nasjonalbudsjettet for 2023 nevnes flere mal
for inntekts- og formuesfordeling, deriblant
Gini-indeksen. @kende gkonomisk ulikhet
beskrives som noe man forseker & motvirke, nar
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det sies at «[s]osial og geografisk omfordeling
er en del av hovedprosjektet for denne regjerin-
gen» (Meld. St. 1 (2022-2023), s. 148). Denne
modellen kan heller ikke forkastes gjennom en
validering mot en virkelighet, men den kan kri-
tiseres. Gini-indeksen er enkel & handtere fordi
den seker a beskrive en situasjon gjennom ett
enkelt tall, og dermed er det lett a bruke den til
4 sammenligne ulike land. Den har imidlertid
ogsa begrensninger fordi det er flere relevante
aspekter som den ikke tar hensyn til, for eksem-
pel velferdsordninger. Slik den er konstruert, er
den mer sensitiv overfor endringer pa midten av
inntektsskalaen, og mindre overfor endringer i
topp og bunn (Sittihyot & Holasut, 2020; Stein-
bachner & Nagy, 2023). Et alternativ til Gini-in-
deksen kunne veere & se pé forholdet R mellom
andelen av inntektene til de 10 % rikeste og de
10 % fattigste. Dette kan gi et annet bilde, for
eksempel at i 2015 hadde Hellas og Thailand
samme Gini-indeks, mens i Hellas var R = 13,8,
og i Thailand var R = 8,9 (Sittihyot & Holasut,
2020, 5. 3).

Mandatfordeling i en nasjonalforsamling
er ogsa et eksempel pa preskriptiv (normativ)
modellering. I Norge fordeles 150 av de 169
stortingsmandatene, distriktsmandatene, ved
hjelp av en modifisert versjon av den sékalte
Sainte-Lagués metode med divisorer k = 1,4
ogk =2i-1,i=2,3, ... For hvert valgdistrikt
divideres stemmetallene forst pa k , og det par-
tiet som far sterst kvotient, vinner det forste
mandatet. For hvert mandat et parti vinner,
blir stemmetallet til partiet dividert pa k,
i=2,3,...,0g partiet gr inn i neste runde med
den kvotienten som da oppstar (Valgdirektora-
tet, 2023; Aardal, u.d.). Dette fortsetter til alle
mandatene i valgdistriktet er fordelt. I tillegg til
disse 150 kommer 19 utjevningsmandater (ett
for hvert valgdistrikt), men hvordan disse for-
deles mellom partiene, vil jeg ikke komme inn
pa (se Valgdirektoratet, 2023). En annen modell,
som for eksempel brukes i Storbritannia, er fler-
tallsvalg i enmannskretser. Dette innebeerer at
hver valgkrets sender én representant til nasjo-
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nalforsamlingen, og den kandidaten som fir
flest stemmer i valgkretsen, blir valgt. Denne
modellen vil fore til at man far to store, domi-
nerende partier. Ogsa her skaper man en virke-
lighet gjennom en matematisk modell, og man
kan diskutere hvorvidt resultatene av modellen
er rettferdige eller ikke. Om fordeling av stor-
tingsmandater, se ogsa Smestad (2005b).
Innenfor tradisjonen kritisk matematikk-
undervisning finner en tallrike innslag av nor-
mativ modellering. Dette er belyst for eksempel i
Tangentens temahefte om matematikk og demo-
krati, nr. 3 i 2005. Her beskriver Ole Skovsmose
tre utfordringer ved matematikk, der én av disse
er det han kaller matematikk som handling.
Innenfor denne utfordringen beskriver han flere
aspekter, der ett av disse er at matematikk kan
forskyve og filtrere etisk ansvarlighet. Skovs-
mose stiller her spersmal om hvor ansvaret for
handlingene som er designet og implementert
gjennom en modelleringsprosess, ligger. Han
skriver videre at matematikkbaserte handlinger
kan vere for eksempel rimelige, forferdelige,
glimrende eller velgjorende (Skovsmose, 2005,
s. 7). Dette tolker jeg til a bety at modellerings-
prosessen kan fore til handlinger som ikke er
verdingytrale. I dette ligger da det normative
aspektet. I samme hefte skriver Bjorn Smestad
om tre aspekter ved matematikk: Matematikk
for a beskrive og forsté verden, matematikk for a
forandre verden, og matematikk for a overkjore
motparten (Smestad, 2005a, s. 43-45). I det
forste aspektet kan man finne deskriptiv model-
lering, mens de to siste aspektene kan kobles til
preskriptiv eller normativ modellering.

Modellering og tverrfaglige temaer

I den gjeldende leereplanen er det fastsatt tre
tverrfaglige tema: folkehelse og livsmestring,
demokrati og medborgerskap, og berekraftig
utvikling. Modellering i matematikk er saers
godt egnet dersom en vil arbeide med matema-
tikk knyttet til tverrfaglige tema. For eksempel
vil det med utregning av mandater til nasjonal-
forsamlingen kunne kobles til undervisning i
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samfunnsfag og temaet demokrati og medbor-
gerskap. Sainte-Lagués metode er enkel mate-
matisk, men den kan gi opphav til viktige dis-
kusjoner. I den originale Sainte-Lagués metode
er k, = 1, sd den modifiseringen som brukes i
Norge, innebeerer altsd & velge en annen verdi
for k,. Her kan man regne pa konkrete stemme-
tall fra et stortingsvalg og se hvilken effekt det
ville ha pa mandatfordelingen om man valgte
andre verdier for k..

I prosjektet CiviMatics (Interdisciplinary
Mathematical Modelling Meets Civic Educa-
tion)! ble det arbeidet med & kombinere mate-
matikk med samfunnsfag (political education)
med det formal & utvikle materiell for skole
og lererutdanning der matematisk modelle-
ring brukes for & handtere politiske, sosiale og
pkologiske tema (Vajen & Stromskag, 2023). I
CiviMatics har serlig det normative aspektet
ved matematisk modellering blitt vektlagt, og
et overordnet tema har veert klimaendringer.
Som del av prosjektet har man blant annet
sett pd temaet utslipp av metangass bade fra
et matematikkdidaktisk og et samfunsfagdi-
daktisk perspektiv (Fleischmann et al., 2021).
Utgangspunktet for dette arbeidet var klima-
endringene og metangassens bidrag til disse.
Det overordnede sporsmalet fra matematikk-
fagets side var «hva er bidraget fra metangass
til drivhuseffekten?», og dette sporsmalet ble
belyst ved at en ogsé trakk inn kunnskap fra
kjemi og biologi. Fra den samfunnsfaglige siden
var det overordnede spersmalet «<hvordan kan
storre bevissthet om metansyklusen skapes av
eller formidles til borgerne slik at de kan ta mer
kunnskapsbaserte beslutninger?». I tilknytning
til dette sporsmalet ble det diskutert i hvilken
grad «metanproblemet» er skapt av samfunnet,
og hvilke sosiale strukturer som bidrar til det.
Videre ble politiske konsekvenser av problemet
og hvilke politiske beslutninger som kan tas for
a handtere det, diskutert. Disse spersmalene
vil veere direkte relevante for det tverrfaglige
temaet baerekraftig utvikling.
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Normativ modellering i skolen

Ved NTNU har det vert tilbudt et matema-
tikkemne som videreutdanning for lerere der
matematisk modellering har vert sterkt vekt-
lagt. Som del av vurderingsgrunnlaget i emnet
har deltakerne skrevet en prosjektoppgave med
matematisk modellering som tema. De har selv
kunnet velge om de ville se pd en deskriptiv eller
en normativ (preskriptiv) modelleringsprosess.
Videre ble de oppfordret til, dersom de valgte
en deskriptiv modelleringsprosess, a reflektere
over hvordan situasjonen kunne endres til ogsa
a omfatte normative aspekter. Jeg vil vise et
eksempel fra en prosjektoppgave i dette emnet
fra hosten 2022. Arbeidet med emnet er mer
detaljert beskrevet i Renning (2023). Eksempe-
let er gjengitt med tillatelse fra kandidaten.

Sammenligning av pris og energiforbruk til
ulike kjoleskap

Utgangspunktet for denne oppgaven er kom-
binasjonen av gkte strompriser og utvikling av
mer energieffektive elektriske produkter, for
eksempel kjoleskap. I oppgaven stilles det to
sporsmal:

1. Hvor lang tid tar det for man har tjent inn
pengene hvis man erstatter sitt gamle kjo-
leskap med et nytt og mer energieffektivt
kjoleskap?

2. Hvordan avhenger denne tiden av hvor
gammelt det ndvaerende kjoleskapet er?

Videre studeres ulike situasjoner basert pa
antatt energiforbruk til det gamle kjoleskapet og
prisen pa det nye. Stromprisen estimeres ved en
lineaer regresjonsmodell basert pa prisutviklin-
gen pa strom de siste 20 drene. De totale strom-
utgiftene etter » ar for et gammelt kjoleskap som
bruker 850 kWh per ér, og som i verdi settes til
null, ssmmenlignes med et nytt kjoleskap med
innkjepspris kr 6995 og et energiforbruk pa 115
kWh per ar. Ved hjelp av en grafisk fremstilling
konkluderer kandidaten med at etter ca fire ar
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ville man ha nddd et punkt der de totale utgif-
tene er like store, og etter det vil det nye kjole-
skapet gi lavere utgifter.

Det er her verdt 4 merke seg at det eneste
kriteriet som blir brukt for & avgjere om man
skal beholde det gamle kjoleskapet eller kjope
et nytt, er de direkte utgiftene som forbrukeren
har. Jeg vil karakterisere denne modellerings-
prosessen som deskriptiv, men at den samti-
dig har normative aspekter. Den er deskriptiv
i den forstand at den tar utgangspunkt i en
virkelighet (strempris, energiforbruk, priser
pa kjoleskap), gjor noen antakelser om og for-
enklinger av denne virkeligheten, og pa denne
bakgrunnen gjores det noen beregninger for a
beskrive denne virkeligheten. Spersmalene som
stilles, passer ogsa inn i en deskriptiv modell,
for eksempel hvor lang tid det tar for man har
tjent inn utgiftene til et nytt kjoleskap. Samtidig
har valg av spersmal normative aspekter i og
med at det eneste som tas hensyn til i vurde-
ringen om hvorvidt man skal kjepe nytt kjole-
skap eller ikke, er forbrukerens direkte utgifter.
Kandidaten reflekterer i oppgaven over disse
begrensningene ved & kommentere at model-
len kunne ha trukket inn andre aspekter, for
eksempel ressursbruk ved produksjon av nytt
og kondemnering av gammelt kjoleskap, og at
slike aspekter ville veere relevante fra et miljo-
perspektiv. Dette eksempelet viser at modelle-
ring som (tilsynelatende) er rent deskriptiv, kan
ha normative aspekter. De normative aspektene
kan ha innflytelse pa forenklinger og antakelser
som gjores i modelleringssyklusen.

Diskusjon

Jeg har argumentert for at formuleringene i
kjerneelementet Modellering og anvendelser
hovedsakelig er preget av deskriptiv model-
lering. Dette er serlig synlig gjennom for-
muleringene & beskrive en virkelighet, og det
a vurdere om modellen er gyldig. I normativ
modellering skapes den virkeligheten som stu-
deres, den finnes ikke pa forhand. Derfor gir det
heller ikke mening & vurdere om en slik modell
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er gyldig, fordi det ikke finnes en virkelighet a
validere den mot - «confrontation of the model
with reality has no meaning» (Niss, 2015, s. 73).
Begrensningene ved deskriptiv. modellering
kommer seerlig til uttrykk ved bruk av mate-
matikk i tverrfaglige sammenhenger, og der det
handler om a treffe valg basert pa verdirelaterte
forutsetninger. Med tanke pa de tverrfaglige
temaene i leereplanen vil jeg hevde at normativ
modellering er sardeles relevant for temaene
demokrati og medborgerskap, og beerekraftig
utvikling. Eksemplene fra eksamensbesvarel-
sene ovenfor kan klart knyttes til beerekraftig
utvikling. Det kan dermed fremstd som noe av
et paradoks at temaet beerekraftig utvikling ikke
inngar i leereplanen for matematikk.

Note
1 https://www.idd.uni-hannover.de/en/research/pro-

jekte/civimatics
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Borromeo Ferri

A endre lzerebokoppgave til
modelleringsproblem

Matematisk modellering har blitt en nekkel-
kompetanse i skole- og leereplaner i mange land,
men likevel skjer gjennomferingen av matema-
tisk modellering i skolen sjelden. Dette til tross
for at den internasjonale forskningen pa omra-
det understreker betydningen av & arbeide med
modellering, og har kommet med praktiske
tips og eksempler pa modelleringsoppgaver til
bruk for alle trinn i skolen. I denne artikkelen
skal jeg vise et praktisk eksempel pa et modelle-
ringsproblem og dets gjennomfering for elever i
barne- og ungdomsskolen. Malet med artikke-
len er & klargjore, i tillegg til a avklare begrepet
matematisk modellering, hvordan lerere med
enkle grep kan gjore matematisk modellering
tilgjengelig og engasjerende for elevene og seg
selv. Matematisk modellering er ikke vanskelig
a mestre, og det far i tillegg elevene til 4 tenke
annerledes om matematikk og dens anvendelser
i den virkelige verden. Basert pd min 25 ars erfa-
ring med undervisning i modellering i skolen og
i leererutdanning, og som forsker pa feltet, tror
jeg det lille eksempelet i artikkelen vil motivere

Rita Borromeo Ferri
Universitetet i Kassel, Tyskland
borromeo@mathematik.uni-kassel.de

Oversatt av Pauline Vos og Inger Elin Lilland,
Hogskulen pa Vestlandet
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leerere til & modellere med elevene sine pa skolen
allerede i morgen.

Jeg vil gjerne fa introdusere leerer Kurt. Han
har 12 ars erfaring i & undervise i matematikk i
grunnskolen. Allerede i 6. og 7. klasse introdu-
serte han temaet beregning av overflatearealer
for sine elever, og de arbeidet med arealoppgaver
knyttet til ulike gitte polygoner. For & forberede
elevene i 9. klasse for Pytagoras’ setning ensket
Kurt & utdype beregningen av overflateareal.
Elevene fikk oppgaven «Parkeringsplassen» (se
Figur 1). Oppgaven har dpenbart en pseudokon-
tekst.

4m

9m

5m
18 m

| Oslo var et stort firma heldig og fikk tillatelse til
a bygge en parkeringsplass. Beregn overflaten til
den nye parkeringsplassen.

Figur 1: Parkeringsplassen

Kurt hadde sett for seg at elevene forst skulle
beregne den totale storrelsen pa det «store» (rad
farge) rektanguleere omradet (se Figur 2), der-
etter beregne storrelsen pa det «lille» (i blatt)
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4m

9m

18 m

Figur 2: Lasningsstrategi for «Parkeringsplassen».

rektangelet til hoyre, for til slutt & trekke det
minste omrédet fra det storste.

Denne oppgaven er ikke en utfordring for
alle elever. Mélet mé vere a gjore en slik tra-
disjonell oppgave mer dynamisk for elevene.
Hvordan kan han motivere dem til & jobbe som
et team med et problem i den virkelige verden
og presentere ideene? Hvordan kan Kurt endre
pa «Parkeringsplass»-oppgaven for & fremme en
slik praksis for en 9. klasse?

1. Hva er matematisk modellering, og hva er
modelleringsproblemer?

I internasjonal forskning finner man ulike
forestillinger om matematisk modellering. Det
er likevel en sterk konsensus om at matematisk
modellering i skolen, men ogsa i den profesjo-
nelle virkeligheten, kan beskrives som en akti-
vitet som involverer overganger mellom vir-

Wenformatematisk kunrskap [UMK)
,

e

Parkeringsgarasjen

| Oslo skal det bygges et nytt parkeringshus pa
en eiendom pé 4226 m? som en del av et nytt
kjopesenter. Arkitekten ber pa forhdnd bestemme
det omtrentlige antallet biler som far plass i
parkeringshuset. Hva tenker du, hvor mange biler
ber sta i det nye parkeringshuset til neste ar?

Begrunn og spesifiser lgsningen din.

Figur 4: Modelleringsproblem: «Parkeringsgarasjen».

kelighet og matematikk. Disse overgangene er
et vesentlig trekk ved matematisk modellering
(Borromeo Ferri, 2013). Figur 3 viser trinnene i
en ‘ideell modelleringsprosess’. I realiteten gar
elevene fram og tilbake gjennom syklusen til de
far en tilfredsstillende losning.
Modelleringsproblemer tydeliggjor de ulike
trinnene av syklusen. Dette forer til sporsmalet:

1 Forstd oppgaven
2 Forenkle o strukturere

\x\ appgaven; bruk/beboy
ior LMK er avhaen an
— 3 L g
Utenformatematisk lounnskap {LIBK) oppgaven
- Rﬁﬂl modall Matematisk modell 3 Matematisere: Sterkt
T behow her for UK
1 4 Arbeide matematisk,
Reell situasjon r} ! representasjon bruke individuelie
— r situasjonen 4 ratermatiske
komipetanser
5 Tolke
6 )
& Walidere
Reelle Itater
[ Matematiske
resultater
5
Resten awv werden Matematikkens verden

Figur 3: Matematisk modelleringssyklus
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Hva er et modelleringsproblem, og hvordan kan
det karakteriseres. Se pa oppgaven (Figur 4) kalt
«Parkeringsgarasjen».

Forskjellene mellom hva som kan vere et
modelleringsproblem, og hva som ikke er det,
blir tydelige nar man sammenligner «Par-
keringsplassen» fra Kurts undervisning og
«Parkeringsgarasjen». Begge oppgavene har
en kontekst, men bare «Parkeringsgarasjen»
er et modelleringsproblem. Foruten storrel-
sen pé eiendommen (4226 m?) er det ikke gitt
ytterligere data i oppgaven. Elevene har fatt en
reell situasjon. Dette er startposisjonen i den
demonstrerte modelleringssyklusen. Skal man
fortsette, ma problemet forstds av elevene (trinn
1, forsta oppgaven), noe som hjelper til med a fa
en mental representasjon av situasjonen. Dette
betyr at en person pé den ene siden forestiller
seg situasjonen gitt i problemstillingen eller har
assosiasjoner som er knyttet til egne erfaringer
med parkeringsgarasjer, med biler osv. Pa den
andre siden ma elevene forstd innholdet i pro-
blemet. I dette tilfellet ma elevene finne antall
biler som passer i denne garasjen, basert pa
dataene for den gitte elendommen.

Det andre trinnet (2) i syklusen handler
om at elevene ma gjore antagelser og forenkle
problemet. Innenfor dette trinnet trengs det
mye data, som elevene ma undersgke. Dataene
kan finnes via internett, bgker eller annet som
leererne tilbyr dem. Det som er viktig, er ini-
tiativet til gruppen for a sikre de nedvendige
dataene. For eksempel ma elevene undersoke
folgende:

- Storrelsen pé en bil (lengde, bredde)

- Storrelsen pa en enkelt parkeringsplass

- Sterrelsen pa garasjen

- Hvor mange plan ber parkeringsgarasjen
ha, hva er realistisk?

- Parkeringsplasser for funksjonshemmede -
hvor mange?

tangenten 2/2024

For 4 fa en oversikt over en inndeling av
omradet og hvilke elementer som skal veere del
av parkeringshuset, kan en skisse vaere til hjelp.
Skissen og listen av data forstds som den «reelle
modellen». Det er veldig mange ting & finne og
mange aspekter a tenke pa og diskutere under
modelleringsprosessen, men ogsa etterpa nar
lpsningene presenteres.

I trinn 3 brukes forutsetningene for a mate-
matisere og for & bygge den matematiske model-
len. Til problemet «Parkeringsgarasjen» bestar
den matematiske modellen av arealberegninger
og dermed av multiplikasjoner. For a finne et til-
fredsstillende matematisk resultat kan det vaere
nedvendig a ta felgende faktorer i betraktning
(trinn 4):

- Rektangulert grunnplan for god utnyttelse
av arealet

- DPlassering av parkeringsplasser

- Antall heiser

- Forbindelser ved hjelp av adkomst til/fra
etasjer

- Antall og arrangement av baerestolper/-soy-
ler

- Arrangement av ngdutganger og plassering
av inn- og utganger.

I det folgende vises en prototypeskisse for ett
nivé i parkeringsgarasjen:

Basert pé forutsetningen om at grunnplanet
skal veere rektanguleert, kan vi fra et gitt gul-
vareal pd 4226 m? ha en lengde pa 73,5 m og en
bredde pd 57,5 m: 57,5 m-73,5 m = 4226,25 m”.
Dette er en god tilneerming til 4226 m>.

Seylene i ytterkant av parkeringshuset skal
hver méle 4,5 m-4,5 m. For & spare plass og for
a la sjaforer komme inn og ut maler vi dimen-
sjonene pa en parkeringsplass til 2,5 m-4,5 m.
De atte soylene arrangert i par i midten har hver
dimensjon 2 m-2 m. Innkjeringene i etasjene
mellom radene med parkeringsplasser skal veere
5,5 m i bredde. Inn- og utgang er hver pa 4 m,
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Figur 5: Skisse «et niva av parkeringsgarasjen».

og rampen for opp- og nedstigning mellom
etasjene er til sammen 8 m i bredden. I tillegg
kommer heis for kundene pd 6 m i bredden.
Setter vi elementene som skal vurderes, i forhold
til lengden og bredden pa parkeringsgarasjen,
er det klart at dimensjonene pa de enkelte ele-
mentene i sum ikke ma overstige disse malene.

P4 ostsiden av parkeringsgarasjen er det tre
soyler, som til sammen opptar en lengde pa
13,5 m. Det er dermed 60 m igjen til parke-
ringsplasser med en bredde pa 2,5 m hver. Som
et resultat vil 24 biler kunne sta ved siden av
hverandre pa denne siden (60 m:2,5 m = 24). Pa
nordsiden er to seyler, som til sammen opptar
9 m. Her vil det veere plass til 19 biler ved siden
av hverandre (48,5 m: 2,5 m = 19,4).

P& den vestlige siden trekker du fra
3-4,5m = 13,5 m for seyler, 6 m for heisen og
8 m for opp- og nedstigninger, og stir igjen med
en lengde pa 46 m. Derfor er det her plass til
18 parkeringsplasser (46 m:2,5 m = 18,4). Pa
sorsiden, mellom inn- og utkjering, ligger par-
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keringsplasser for bevegelseshemmede. Trekk
fra2-4,5 m = 9 m til soylene og2-6 m = 12 m
av innganger og utganger. Da sitter man igjen
med 14 parkeringsplasser (36,5 m:2,5 m = 14,6).
For all parkering skal det i midten langs soy-
lene veere en bredde pa 2- 4,5 m = 9 m for ytre
stotter og 2-5,5 m = 11 m for passasjerer. Nar
disse trekkes fra, sitter vi igjen med plass til en
rad med 15 biler (37,5 m:2,5 m = 15). Legges
parkeringsplassene til de enkelte omradene
sammen, beregnes parkeringskapasiteten for én
etasje til & veere: 8- 15 biler av de midterste par-
keringsplassene + 24 biler pa gstsiden + 19 biler
pé nordsiden + 18 biler pa vestsiden + 14 biler
péa handikapparkeringsplassene gir 195 parke-
ringsplasser per etasje. Parkeringsgarasjen skal
ha fire etasjer, og har dermed en total kapasitet
pa 4-195 = 780 parkeringsplasser.

Dette er det matematiske resultatet, men na
skal dette tolkes, som er trinn 5 i modellerings-
syklusen. Elevene ber tenke over hva 780 betyr
i denne sammenhengen, som er antall parke-
ringsplasser i hele parkeringsgarasjen. Til slutt
itrinn 6, og dette er den viktigste fasen, her ma
elevene validere resultatet og sperre seg selv: Er
780 parkeringsplasser realistisk eller ikke? Nar
de gjor dette, ma de ga tilbake til antagelsene
de gjorde, og selvfolgelig til deres matematiske
modell. De kan ogsa sammenligne lgsningen
deres med parkeringshus i virkeligheten og s
videre. Validering er en sentral del av modelle-
ring, fordi elevene far kompetanse til a kunne
stille kritiske spersmal til resultatene sine og
verden de lever i.

Her er det vist kun én mulig modell og los-
ning basert pé forutsetningene. Andre resulta-
ter, basert pa forutsetningene, i betydningen
antall biler i parkeringshuset er ogsa mulig. S&
lenge resultatene er realistiske og kan valideres,
er en rekke korrekte resultater mulig. I matema-
tikkfaget i skolen er det ikke uvanlig at det skal
vaere ett og bare ett riktig svar pa oppgaver, som
i den opprinnelige parkeringsplassoppgaven til
Kurt, og de fleste elever har av den grunn ofte
problemer med & akseptere mer enn ett riktig
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resultat pa et matematisk problem. Dessverre
innebaerer dette et ensidig syn pa matematikk.
Her kan matematiske modelleringsproblemer
bidra til & gi elever et mer dynamisk og anvendt
perspektiv pd matematikk.

Sammenligningen av de to oppgavene «par-
keringsplass» og «parkeringsgarasjen» illus-
trerer at et modelleringsproblem har spesielle
egenskaper. Maafd (2007) utviklet et flerdimen-
sjonalt klassifiseringsskjema for modellering av
problemer og tilsvarende aktiviteter for klasse-
rommet. Videre pekte hun pa noen egenskaper
som kan sees pa som typiske for modellerings-
oppgaver. Ifplge Maafl er modelleringsoppgaver:

apne, komplekse, realistiske og autentiske
problemer, og lgsbare gjennom en modelle-
ringsprosess.

Disse kriteriene er sveert nyttige for & sjekke
om det er et modelleringsproblem eller bare en
oppgave med en pseudokontekst. For vi viser til
gjennomferingen av «Parkeringsgarasjen» i en
klasse, skal vi i neste avsnitt se pa hvordan Kurt
kunne ha endret den kjedelige oppgaven «Par-
keringsplassen» fra oppgaveboken til modelle-
ringsproblemet «Parkeringsgarasjen».

For det kan vaere en lur strategi a se pd mate-
matiske oppgaver i skolebgkene med folgende
sporsmal i tankene: Hvordan gjere oppgavene
mer interessante, motiverende og med hoyere
kognitive krav ved & endre dem til problemer fra
det virkelige livet? Folgende aspekter er viktige,
bade for a gjore en vellykket transformasjon av
en oppgave til et modelleringsproblem og for &
bruke den effektivt i klasserommet (for mer, se
Borromeo Ferri, 2018):

- redusere de gitte dataene eller utelate alle
data og spesifikke lukkede oppgavespeors-
mal

- endre den virkelige situasjonen om ned-
vendig for & gjore den mer autentisk

- formulere et &pent spersmal

tangenten 2/2024

- definere verktoyene elevene kan bruke
(internett, boker, programvare, spesialma-
teriell osv.)

2. Glimt fra en modelleringstime med
«Parkeringsgarasjen»

I det folgende vises utdrag fra en 90-minutters
undervisningstime med en 9. klasse i Tyskland.
Lerer Kurt hadde invitert meg til & bli med pé
undervisningstimen, som ble beskrevet innled-
ningsvis. For timen startet, fortalte Kurt meg
om malet sitt med undervisningen - at han
onsket & motivere elevene mer for matematikk,
men han visste ikke hvordan. Sa han startet
timen og brukte oppgaver som «Parkeringsplas-
sen». Etter at Kurt hadde deltatt pé et etterut-
danningskurs for leerere i matematisk modelle-
ring, begynte han med & prove ut modellerings-
problemer i klassen.

I etterutdanningskurset leerte Kurt & endre
oppgaver fra leereboken til modelleringsoppga-
ver, og i samspill med de andre deltakerne pa
kurset endret Kurt oppgaven «Parkeringsplas-
sen» til «Parkeringsgarasjen». Deretter planla
og gjennomferte Kurt pa egen hind en under-
visningsplan i egen klasse, mens jeg observerte
aktivitetens forlep i klasserommet.

9.-klassen til Kurt bestod av 18 elever med
stor variasjon med hensyn til matematikk-
prestasjoner. I tillegg var elevene ikke vant
til & samarbeide i grupper, og matematisk
modellering er en gruppeaktivitet. Det & sam-
arbeide konstruktivt som gruppe er noe som
md leeres. Dette er et viktig mal da komplekse
problemer i virkeligheten lgses i bedrifts- eller
forskningsteam og ikke av en enkelt person.
Derfor passer samarbeidslering perfekt med
matematisk modellering.

Undervisningsplaner knyttet til arbeid med
matematisk modellering i klasserommet kan
struktureres pa forskjellige méter. Kurt valgte
i sin undervisningsplan a dele en undervis-
ningsekt pa 90 minutter inn i fem faser: 1.
introduksjon, 2. organisering (gruppeinndeling,
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avklaring av spersmal osv.), 3. arbeid (elevene
arbeider i grupper med problemet og forbere-
der en plakat med gruppens losning), 4. pre-
sentasjon (noen grupper velges ut til en munt-
lig presentasjon, mens de andre gruppene blir
invitert til & foye til ideer, resultater og gi forslag
til andre matematiske modeller), 5. validering
og refleksjon (plenumsdiskusjon hvor de ulike
modellene reflekteres over og valideres).

Kurt startet timen med & minne elevene om
a fordype seg i formler for overflateareal. «A nei,
ikke na igjen!» utbret elevene, «det er kjedelig,
og vi vet hvordan vi skal gjore dette». «Kjedelig
er én ting», sa Kurt, «men hvis du virkelig kan
det, kan du bevise det selv med dette virkelige
problemet her.» Dette var en god start, for han
pnsket a minne elevene pa at de hadde arbeidet
med dette temaet med en lignende oppgave for
fire méneder siden.

De fire gruppene i klassen arbeidet intensivt
med problemet og fikk noen utfordringer i star-
ten fordi det manglet data, som de selv matte
finne. Ofte spurte noen elever om formler for &
beregne ulike overflatearealer. Da foreslo Kurt at
de skulle se i leereboken, og han ble overrasket:
«A, dere sa jo at dere kunne formlene.» «Ja», sa
én elev, «<men dette er en virkelig sammenheng,
vi vet at vi ma anvende det, det er annerledes!»

Gruppene produserte ulike lgsninger og
hadde grundige diskusjoner om problemet.
Kurt bestemte forst at elevene ikke skulle bruke
internett, kun bildet vist i teksten og deres egne
erfaringer fra virkeligheten. Alle elevene var
enige i at de hadde sett en parkeringsgarasje for
og ikke trengte flere bilder fra nettet. Nar det
gjaldt sterrelsen pa en bil, sjekket Kurt de esti-
merte storrelsene til hver gruppe ved a ga rundt
i klasserommet. Han forspkte a bruke strategien
med minimale og tilpassede inngrep fra sin
side, slik at elevene arbeidet mest mulig selv-
stendig. Typer av leererinngrep under modelle-
ringsaktiviteter hadde ogsa veert et tema i etter-
utdanningskurset. Nedenfor vises lesninger fra
to grupper, som skiller seg fra hverandre nér det
gjelder kvaliteten pa modelleringsprosessen og
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hvordan plakatpresentasjonen ble utformet.

Den forste gruppen (Student lesning 1) sa
ikke ut til & ha en klar idé om hvordan de skulle
planlegge parkeringsplassen, selv om de si pa
bildet.

Den valgte skissen fremstar som tilfeldig og
ustrukturert. Forste etasje var formet som en
firkant og var den eneste etasjen som var riktig
merket. Det er vanskelig kun ut fra den skisserte
elevlesningen & rekonstruere de enkelte model-
leringstrinnene for hvor de enkelte resultatene
ble oppnadd. Generelt jobbet denne gruppen pa
en ustrukturert mate.
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Figur 6: Elevlgsning 1 (Parkeringsgarasjen).

Valget av storrelse pa parkeringsplassen,
2m-4m, ser ut til & vere gjort uten mye
overveielse og wuten introduksjon av en
sammenlignende  steorrelse. Hoyden pi
parkeringshuset er oppgitt til 7 m, selv om dette
var irrelevant for oppgaven. Gruppen oppgir et
totalt antall parkeringsplasser for parkerings-
garasjen, men uten & vise til en tydelig bereg-
ning som for eksempel tar utgangspunkt i hvor
mange biler som passer pa ett gulv. Nar det er
sagt, sa kan vi finne et ufullstendig forsek pa
a beregne et mulig antall parkeringsplasser per
etasje. Denne elevlgsningen mangler en klar
struktur som kunne vaert manifestert gjennom
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tydelige beregninger og svar. Videre er kon-
struksjonen og planleggingen av parkeringsga-
rasjen lite gjennomtenkt, da det ble antatt at det
4226 m’ store omradet skulle vere helt dekket
med parkering. Her mangler vurderinger for
tilgangsveier, heiser og soyler. Etter presenta-
sjonen til denne gruppen i plenum hadde hele
klassen en intens og livlig diskusjon om mate-
matikk og hvordan matematikk er nedvendig
for flere yrker, for eksempel for ingeniorer som
planlegger slike parkeringshus.

Kurt var forneyd, for elevene hans hadde
aldri tidligere veert involvert i slike kritiske dis-
kusjoner. Spesielt aspektet med at sgylene ble
glemt under planleggingen av parkeringshuset,
fikk denne gruppen til & tenke seg grundig om.
«Dette er mer enn bare matematikk», sa en av
elevene, «du ma épne oynene for den virkelige
verden!» For Kurt var dette et klart tegn pa
interesse og okt motivasjon blant elevene for
matematikk.

Den andre gruppelosningen er annerledes,
og under diskusjonen gav spesielt denne grup-
pen mange hint til klassekameratene med den
forrige losningen.

Denne gruppen skisserte parkeringsgarasjen
sin med parkeringsplasser i seks lange rader og
en vei som slynger seg som en slange gjennom
parkeringsgarasjen. De valgte en rektangulaer
form pa grunnflaten med en bredde pa 49,4 m
og en lengde pa 85,5 m. Det er uklart hvordan
gruppen kom fram til disse verdiene. Beregnin-
gen er generelt forstaelig skrevet, selv om sam-
menhengene av og til kan fremsté noe uklare.
Det er planlagt 3186 m” for parkering og vei,
og 1040 m? for «andre formal». Tilsynelatende
ble bare omtrent en fjerdedel av det tilgjengelige
arealet pd 4226 m? planlagt for heiser og soyler.
En parkeringsplass er estimert med en bredde
pad 3 m og en lengde pd 5 m eller 15 m? noe som
er et ganske realistisk mal. Veiene er av grup-
pen planlagt med en bredde pa 8 meter og en
lengde pa 64,5 meter. Bredden virker tilstrekke-
lig til at to biler skal kunne passere hverandre.
Hvordan gruppemedlemmene har kommet
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Figur 7: Elevlesning 2 (Parkeringsgarasjen).

fram til lengden pé veiene, er ikke klart. I til-
legg er det en selvmotsigelse i planleggingen.
Parkeringsgarasjen er bestemt av gruppen til &
ha en bredde pa 49,4 m, men legger en sammen
dimensjonene til seks rader med parkerings-
plasser og tre veier, burde den faktisk ha en
bredde pa 54 m (6-5m + 3-8 m = 54 m). Videre
deler gruppemedlemmene lengden pa veiene der
parkeringsplassene skal veere, med bredden pa
en parkeringsplass: 64 m:3 m = 28. Dette tallet
blir multiplisert med seks, som er antallet rader.
Men her kommer elevene fram til et resultat pa
171 plasser og ikke 28-6 = 168. 171 brukes da
som antallet parkeringsplasser for ett plan og
blir multiplisert med seks i siste trinn, ettersom
gruppen planlegger seks etasjer: 171-6 = 1026.
Gruppen avslutter arbeidet med eksplisitt & for-
mulere resultatet pa antall biler som kan par-
kere i parkeringsgarasjen, pa tekstform. Dette
er bemerkelsesverdig, da det knytter resultatet
til den virkelige situasjonen. Alt i alt virker los-
ningen til gruppen forstaelig, selv om det kan se
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ut som om noen isolerte antagelser er vilkarlige
og det er gjort feil i beregninger.

Elevene i Kurts klasse er pa god vei til &
utvikle sin modelleringskompetanse, som bare
er mulig nar elevene arbeider regelmessig med
modelleringsproblemer. Kurt jobber ogsa med a
utvikle sin egen kompetanse som laerer i mate-
matisk modellering. «Det ble klart for meg», sa
han, «at modellering ikke er mystisk eller for
vanskelig for undervisning og leering. Pa den
annen side, som praktiserende leaerer, trenger du
oppleering for & fa grunnleggende kunnskap om
modellering og utvikle egen modelleringskom-
petanse. Mine elevers syn pd matematikk endret
seg giennom modellering, og modellering gjor
min matematikkundervisning fantastisk!»

3. Oppsummering og diskusjon

Malet med artikkelen var & beskrive hva mate-
matisk modellering innebzerer, a vise hva som
kjennetegner modelleringsproblemer sammen-
lignet med oppgaver fra evingsboken, og hvor-
dan modellering kan implementeres i matema-
tikkundervisningen. Historien om lerer Kurt
viser at oppleering i hvordan man underviser i
matematisk modellering, er viktig for gjennom-
foringen i skolen. Matematisk modellering gir
elever et klart perspektiv pa bruken av mate-
matikk i den virkelige verden. «Parkeringsga-
rasjen» er et godt eksempel for & vise elever at
for eksempel ingeniorer ogsa trenger matema-
tikk for & konstruere slike objekter. Selvfolgelig
kreves det, i tillegg til matematikken som ble
brukt pa et sveert lavt nivd i 9. klasse, ogsa andre
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fagomréder som fysikk og kunnskap om statikk
for a kunne bygge et parkeringshus i virkelighe-
ten. Disse aspektene ble overhodet ikke disku-
tert i denne leksjonen. Selv om elevene kunne
anvende matematikken, var det fortsatt nytt
for dem a lage antagelser, matematisere, tolke
og validere.

Lering av modellering tar tid for bade elever
og leerere, men det viktige er 4 starte med det i
morgen, bare ved a ta utgangspunkt i «Parke-
ringsgarasjen» og dermed folge etter Kurt.
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Skanstrem, Blomhgj

MatematikMorgener

Det er tidlig mandag morgen i 7. klasse. Der
er stadig 10 minutter til timen starter. Ikke alle
eleverne er kommet frem endnu.

Leereren, Aksel er ved at pakke sin ting ud og
starte computeren, mens han lytter til eleverne
samtale:

Liv Det bare heldigt, jeg nadede det i dag,
selv om bussen var forsinket. Men sa
kunne jeg da na at tjekke bade Face-
book og Insta her til morgen.

Min far havde lovet at kore mig, men
han skulle afsted alt for tidligt, s& jeg
tog cyklen min.

Hjemme hos mig skulle min sester
absolut bruge et kvarter pa baderum-
met. Og s& havde nu brugt det sidste
tandpasta.

Noah

Oliver

Gry  Jeg kunne simpelt hen ikke finde ud af
hvilket toj jeg skulle have pa
Oliver Du har bare for meget at vaelge imel-

lem ... :)

Mikael Skanstrom
Leereruddannelsen i VIA, Narre Nissum
misk@via.dk

Morten Blomhoj
DPU, Aarhus Universitet
blomhoej@edu.au.dk
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Lucas Jeg var hos min far i weekenden, og
sa har jeg jo leengere til skole, sé jeg
skulle tidligere op.

Her bryder Aksel ind i elevernes samtale:

Aksel 1Iskal da bare tage jeres matematik-
briller pa, lige nar I vagner - alt det I
taler om lige her, har jo med matema-
tik at gore!

Liv Hvordan dog det?

Aksel Hele livet er fyldt med matematik - det
geelder bare om at fa gje pa det. Sa
naeste gang laver vi alle et par matema-
tikbriller. Husk mig lige pa det, inden
vi skilles i dag: I medbringer selv et
par briller, sa tager jeg alt det andet, vi
skal bruge, med.

MatematikMorgener er et undervisnings-
forleb med fokus pa undersegende mate-
matikundervisning og matematisk model-
lering. Forlpbet er gennemfort péa folke-
skolens 5.-10. klasse pé leereruddannelsen.
I starten af forlebet fremstiller eleverne/stu-
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denterne et par matematikbriller, som en del af
metaforen: ’at se pa sin omverden med matema-
tikbriller’ (Blomhej & Skanstrem, 2006).

Nar matematik anvendes til at beskrive,
beregne, forudsige, forsta eller forme forhold
i den virkelige materielle verden, er der altid
involveret en eller anden form for model.
Hvis man i matematikundervisningen arbejder
med at bruge matematik pa problemstillinger
uden for matematikken selv, arbejder man
derfor med matematisk modellering.

I Danmark er "Modelleringskompetencen’
en af de seks matematiske kompetencer i Feelles
Mal (2020).

Modellering som undervisningsform hand-
ler om at arbejde bevidst med relationen mellem
matematik og den virkelige verden. Det kreever,
at man tager bade virkeligheden og matematik-
ken alvorligt. En matematisk model angar en
relation mellem noget matematik og en virke-
lig situation, og kun hvis man kan fastholde
en synsvinkel, hvor man kan se bade mate-
matikken og virkeligheden under et, kan man
erkende, kritisere eller bevidst opstille en mate-
matisk model. Det kraever lererens bevidste
fokus, hvis de anvendelser af matematik som
eleverne arbejder med skal bidrage til, at de
oplever og forholder sig til relationen mellem
matematikken og deres omverden.

Det behgver imidlertid pa ingen méde at
veere avanceret matematik. Det vigtige er, at
der skabes situationer, hvor eleverne pa en og
samme tid bade kan opleve og forholde sig til
relationen mellem et feenomen eller en problem-
stilling, som giver mening for dem i forhold til
deres viden og hverdagserfaringer, og en mate-
matisk beskrivelse heraf.

Matematikken kan veere et simpelt regne-
stykke, som eleverne selv kan opstille ud fra
en problemstilling, der giver mening for dem,
og hvor tal med enheder og regneudtryk har
direkte forbindelse til virkeligheden. Eksem-
pler kan vare beregning af, hvad det koster at
male et klasseverelse eller af hvor mange elever,
der kan ga pa skolen, hvis alle klasser skal have
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deres eget klasselokale. Det sidste giver grund-
lag for, at man kan beregne skolens aktuelle
udnyttelsesprocent. En beregning og et tal,
der kan fa politisk betydning ved sammenlig-
ning af skoler i en situation med skoleluknin-
ger. Sadanne eksempler giver mulighed for,
at eleverne kan tage stilling til relevansen af
beregninger, som deres antagelser bygger pa,
bestemmelse af de anvendte talstorrelser og
deres usikkerhed, samt mulige anvendelser af
resultaterne. Set fra et modelleringsperspek-
tiv er det essentielt, at eleverne kan opleve og
forholde sig til relationen mellem en for dem
meningsfyldt problemstilling fra virkeligheden
sammen med noget matematik, som de kan
forsta og beherske. Hvis det dyrkes tilstraekke-
ligt ofte i undervisningen, vil eleverne kunne
opleve, at matematik er en made at se og forstéd
deres omverden pa.

Det er denne tilgang, der er rammesat og
udfoldet i MatematikMorgener. Her er det elev-
ernes dagligdagserfaringer, der er udgangs-
punktet. Denne tilgang har vist sig at vere
effektiv til at engagere elever i arbejdet med
matematisk modellering pa 6.-8. klassetrin. Pa
de eldste klassetrin i ungdomsskolen og i vide-
regdende skole kan udgangspunktet veere brug
af matematik i samfundsmaessige problem-
stillinger. Velegnede eksempler kan fx findes
gennem matematisk avisleesning, hvor elev-
erne bliver udfordret til selv at finde eksempler
i avisen, hvor der bliver brugt matematik. En
matematikundervisning, der igennem hele sko-
lesystemet behandler matematikkens relation til
virkeligheden er essentiel for undervisningens
bidrag til elevernes almene dannelse og deres
mulighed for aktiv medleven i et demokratisk
samfund.

At tage sine ‘'matematikbriller’ pa kan bruges
som metafor for et enske om at fi gje matema-
tikken i alle typer af situationer.

Hvordan kan sa en undervisning med dette
udgangspunkt og sigte tilretteleegges og gen-
nemfores?

2/2024 tangenten



Her er inspiration at hente i den underse-
gende matematikundervisning, hvor der arbej-
des med denne grundleggende didaktisk model
med tre faser (Blomhej & Skénstrom, 2016):

1) Iscenesettelsen

2) Elevernes selvsteendige undersegende
arbejde

3) Fellesgorelsen

Iscenesaettelse som paedagogisk virkemiddel
En iscenesattelse som i MatematikMorgener
muliggor et samspil mellem elevernes erfarin-
ger, undervisningens indhold og matematisk
modellering. Den kan tillige skabe en ramme
omkring undervisningen, der giver plads til alle
elever. Den enkelte elev kan bruge sit eget sprog
til at give mening til den problemstilling og den
matematik, der arbejdes med.

Isceneseettelsen giver mulighed for, at elev-

erne selv kan danne sig en mening med deres
konkrete faglige undersogelser, indsamling og
bearbejdning af data. Det er iscenesettelsen,
der giver grundlaget for, at eleverne kan styre
deres egen virksomhed. Nar det sker, opstar
nye padagogiske muligheder. I samtaler med
elever, der er optaget af at lase et problem, som
de foler er deres eget, har lereren gode mulighe-
der for at fa indsigt i elevernes tankeprocesser,
og der opstar uvilkarligt muligheder for meget
leeringseffektive dialoger mellem laerer og elev
og - ikke mindst — mellem eleverne indbyrdes.

Et eksempel pé isceneseattelse kan veere som
teksten i rammen, som enten vises til eleverne
pé en skeerm eller udleveres til hver enkelt elev
som en invitation.

I de danske Feelles Mdl beskrives elevernes
modelleringskompetence pa tre niveauer, som
hver for sig modsvarer eksempler pa det, der

Vakkeuret ringer!

slukker det med et suk ...

pa skemaet.

af netop dig!

tandpastaen ud ...

Der er ogsa matematik i:

Din hand rammer uret, som falder pa gulvet. Du far fat i det og

Du vender dig om pa den anden side og prover at forestille
dig, at det er blevet lordag. Men s& meerker du den - lysten.
Lysten til at komme i gang fordi der stir Matematik Morgener

Klokken 8:00 skal du veere sammen med alle de andre. En ny
og spendende dag star forventnings-
fuld og venter pa at blive taget i brug

Du berster teender og forestiller dig maske, hvor sjovt det ville
veere at se, hvor lang en stribe du kunne lave, hvis du rykkede al

Du lader det varme vand pjaske ned over din krop i flere minutter
- hov, hvor meget vand gik der egentlig til det?
Klokken; vejret; vaerelset; morgenmaden; reiseplanen; cykelturen; blandt andet
Du skal lave ngjagtige optegnelser over det, du ser med dine matematikbriller - fra du vagner,

til du meder pa skolen. Din notater skal sa bearbeides med matematik, og dine resultater og
overveielser skal formidles pa slide til klassens feelles powerpoint-praesentation.

tangenten 2/2024
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i den undersogende arbejdsmodel benavnes
elevens selvstaendige undersogende arbejde’ i
fase 2: Her refereres til bade hverdagssituatio-
ner og problemstillinger fra omverdenen, som
taler direkte ind i det, der er elevernes opgave i
forlebet med MatematikMorgener.

I arbejdet med matematik skal eleverne
undersegge enkle hverdagssituationer og deres
omverden med ‘matematikbriller’ pa.

Tine's matematikmorgener

Iscenesaettelsen af MatematikMorgenerne
foregar felles i klassen, hvorefter eleverne
i forste omgang udferer deres selvstendige
arbejde uden for skolen - enten hjemme eller
om morgenen fra de vagner til de ankommer
til skolen. Utallige forleb fra praksis refererer
fx til forbruget af tid fra opvagning til medet
pa skolen, mulighederne for forskellige valg
af pakledning, forbruget af vand til bad eller

Tine er elevi 8. klasse, der har faet som hjemmearbejde at notere, hvad hun bruger sin tid til - fra hun vagner
til hun ankommer til skolen. Hun tjekker sit tidsforbrug undervejs, fortager beregninger og fremstiller et
cirkeldiagram, der viser, at hun bruger cirka en fjerdedel af tiden fra hun vagner til skolen begynder pa at
cykle fra 'Hjemme' til SPF, som er skolen. Vi kan se, hun er pa SPF i god tid, inden matematiktimen starter.
Tidsforbruget 'Hjemme' illustreres desuden med en tegneserie, der viser, at hun star op, gar i bad, spiser
morgenmad og barster teender. Tine ved, at en tube tandpasta, Zendium, holder cirka en maned - hendes

beregning viser, at det passer meget godt med et par gange i dagnet plus det lose.
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tandpasta til tandberstning samt overvejsler
omkring tid, transport og ekonomi. Den anden
del af elevernes selvsteendige arbejde foregar
hovedsagelig i skolen, hvor de har mulighed for
béde at fa ideer og inspiration fra hinanden -
bade med hensyn til form og indhold.

Inden teknologien med anvendelse af fx
powerpoint som et muligt formidlingsformat,
udferte eleverne deres produkt til feellesgorel-
sen pa en A3. Den lange reekke af A3-ark blev
sa heengt op side ved side pa en vaeg i klassen,

sa alle kunne studere resultaterne af de andres
anstrengelser.

Matematisk modellering kan altsa kort sagt
bidrage til at synliggere matematikken for elev-
erne i deres neere erfaringsverden. Arbejdet med
matematisk modellering kan skabe motivation
til matematikleering, og det kan stotte elevernes
leering af specifikke matematiske emner, men
det kraever bevidst tilretteleeggelse, fx stottet af
faser i en undersogende matematikundervis-
ning.

Leerke er elev i 8. klasse og har undervejs i sin morgen registreret alle de aktiviteter, morgenen kraever.
Aktiviteterne blev noteret i skema, som dannede grundlag for et cirkeldiagram, der viser fordelingen.
Hendes muligheder for valg af pakleedning til dagen giver i alt 24 kombinationsmuligheder mellem bukser,

treje og sko.

Pa vejen observerede hun 88 rade biler pa i 15 minutter, hun cyklede. Det blev til et skema med anslaede

antal, hvis hun havde cyklet i leengere tid.

Beregningerne med tandpastaforbruget opstod i skolen, da hun var i gang og der kom i tanke om, hun jo
ogsa havde bearstet teender. Hun kabte en tube tandpasta over hos kebmanden og foretog beregningerne

ved skolebordet.
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matematikleering, Malling Beck

Fra arkivet

I Tangenten 4/2007 beskrev Kjersti Weaege og
Nils Kristian Rossing et undervisningsopplegg
for videregéende skole kalt «Strikkhopp med
Barbie» og viste hvor mye matematikk denne
modelleringsaktiviteten kan lede til.

Les denne artikkelen og andre godbiter fra
Tangentenarkivet pa tangenten.no
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Enoksen

Big Foot

Med innferinga av Fagfornyinga har model-
lering fatt sterre plass i leereplanen (Berget &
Bolstad, 2019), og Modellering og anvendingar er
inkludert som eit kjerneelement i matematikk-
faga (Utdanningsdirektoratet, 2020). I leerepla-
nen i Matematikk P er til demes Modellering og
anvendingar skildra slik:

Ein modell i matematikk P er ei beskriving
av verkelegheita i matematisk sprak. Elevane
skal ha innsikt i korleis modellar i matema-
tikk blir brukte for & beskrive dagleglivet,
arbeidslivet og samfunnet elles. Modelle-
ring i matematikk P handlar om a lage slike
modellar. Det handlar 0g om a kritisk vur-
dere om modellane er gyldige, og kva avgren-
singar dei har, vurdere modellane i lys av
dei opphavlege situasjonane og vurdere om
dei kan brukast i andre situasjonar (Utdan-
ningsdirektoratet, 2020).

I leereplanen er det trekt fram at modellering
bade handlar om a bruke matematikk til a skil-
dre roynda gjennom modellar, og & vurdere
gyldigheit, avgrensingar og gjenbruksverdi for
modellane. Mi erfaring er at leerebokene i stor

Eva Holthe Enoksen
Edvard Munch VGS
eva.enoksen@osloskolen.no
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grad legg vekt pa a finne ein matematisk modell
gjennom bruk av regresjon, og at aspekta av
modellering som er meir knytte til kritisk ten-
king, far mindre plass, trass i at begge aspekta
er nemnde i leereplanen. I denne artikkelen vil
eg presentere ein type aktivitet som eg meiner
kan bidra til eit breiare modelleringsomgrep
i klasserommet: det Lesh et al. (2000) kallar
modellframkallande aktivitetar (model-eliciting
activities). Gjennom ein versjon av den klas-
siske aktiviteten «Big Foot» vil eg forseke bade
a forklare kva modellframkallande aktivitetar
er, kva erfaringar eg har gjort meg med dei, og
korleis dei kan nyttast i klasserommet.

Kva er modellframkallande aktivitetar?

Modellframkallande aktivitetar er kjenneteikna
av at elevane, gjennom arbeidet med aktiviteten,
skal utvikle «powerful, sharable, and reusable
concept tools» (Lesh & Caylor, 2007, s. 175).
Gjennom modellframkallande aktivitetar skal
elevane utvikle og vidareutvikle eigne modellar,
gjennom stadige revisjonar av modellen. Model-
len treng ikkje & vere ein matematisk formel,
det kan vere ein metode / ei oppskrift, ein graf,
ein figur, ei forklaring eller ein formel, eller ein
kombinasjon av fleire av desse elementa. Lesh
et al. (2000) trekker fram at forskarar som vil
underseke korleis elevar tenkjer for a loyse ei
matematikkoppgave, kan bruke modellframkal-
lande aktivitetar som eit alternativ til intervju,

43



fordi tenkematen til elevane vil bli synleg gjen-
nom aktiviteten.

Lesh et al. (2000) trekker fram seks ulike
prinsipp for modellframkallande aktivitetar:

1. Modellkonstruksjon: Vil aktiviteten fore til
at elevane utviklar ein modell?

2. Reyndomsprinsippet: Kunne dette ha
skjedd i reynda? Gjev aktiviteten meining
for elevane?

3. Sjolvevaluering: Er det mogleg for elevane
a forstd kva dei skal gjere og vurdere om
modellen oppfyller krava?

4. Modelldokumentasjon: Vil elevane som
ein del av opplegget matte dokumentere
tankegangen sin og matematikken dei vel
bruke?

5. Modellgeneralisering: Forer aktiviteten til
ein modell som kan nyttast i andre saman-
hengar?

6. Den effektive prototypen: Vil arbeidet
med modellering kunne fungere som ein
referanse for elevane i arbeidet med andre
oppgaver?

For & illustrere desse prinsippa vil eg ta
utgangspunkt i aktiviteten Big Foot (Purdue
University, u.d.; Stohlmann, u.d.). I denne akti-
viteten vert elevane presenterte for eit digert
fotspor, og malet er & finne hogda til personen.
Lesh et al. (2000) introduserer og sjolve oppgava
ved at elevane forst les ein fiktiv avisartikkel om
temaet og svarer pa nokre spersmal. Det aktu-
elle fotsporet kan skrivast ut og teipast pa golvet,
slik at elevane sjolv kan male det. Dette er to ele-
ment som kan bidra til at aktiviteten oppfyller
royndomsprinsippet. Prinsippet om modellkon-
struksjon vert oppfylt dersom elevane ser beho-
vet for a lage ein modell. Sjolvevalueringsprin-
sippet kan oppfyllast dersom elevane vurderer
om hogda dei har kome fram til, er realistisk.
Elevane arbeider med aktiviteten i grupper. Det
bidreg til & oppfylle prinsippet om modelldo-
kumentasjon, gjennom at elevane ma overtyde
kvarandre og treng & skrive ned det dei finn ut
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av undervegs. Aktiviteten kan nyttast som ein
introduksjon til modellering. Da kan leeraren
seinare referere til aktiviteten for & minne ele-
vane om kva modellering er, og saleis kan han
fungere som ein effektiv prototype. Prinsippet
om modellgeneralisering kan oppfyllast gjen-
nom at elevane og leeraren seinare kan nytte dei
same arbeidsmatane til a loyse nye problem.

Erfaringar med Big Foot i matematikk 1P
Varen 2023 provde eg og tre kollegaer ut ein
lokal variant av Big Foot i matematikk 1P. I
forkant fekk leerarane grundig informasjon om
aktiviteten. I etterkant samla eg leerarane for
d hoyre kva erfaringar dei gjorde seg. I staden
for & bruke ein fiktiv avisartikkel, slik Lesh
med fleire (2000) gjorde, vart aktiviteten intro-
dusert for elevane gjennom ein kort film om
korleis fotspor kan nyttast i politietterforsking
med tilhgyrande sporsmal (Figur 1). Deretter
vart sjolve aktiviteten introdusert, som vist pa
Figur 2.

Oppstartsoppgave

Diskuter sparsmélene i grupper etter & ha sett filmen:

1) Hvordan samles fotavtrykk fra dsteder inn?

2) Huvilken type informasjon kan du fa fra fotavtrykk?

3) Kan du bruke et fotavtrykk til & finne ut hvem som er
mulige mistenkte?

4)  Fyll ut tabellen under:

Person Skosterrelse

1

Heyde Fotlengde

Bl ow| oM

w

Figur 1

Til aktiviteten heoyrde det og eit 37 cm
langt fotspor, som vart teipa fast pa golvet.
Leerarane som prevde ut aktiviteten, valde &
bruke han pa litt ulike tidspunkt i undervis-
ningslepet. Den forste leeraren provde ut aktivi-
teten som ein introduksjon til modellering. Her
brukte elevane 90 minutt pd & kome fram til ein
modell, og det var stor variasjon i kva model-
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Et kjempestort fotspor!

| dag tidlig oppdaget leerere og elever pa
Edvard Munch videregédende skole at noen
hadde reparert den edelagte asfalten i Nordahl
Bruns gate i lopet av natta. Rektor Ellen Lysne
vil gjerne takke de ansvarlige, men dessverre sa
ingen hvem som ordnet det. Det eneste vi sa var
fotspor i den vate asfalten. Et av fotstporene var
av to enorme joggesko! Rektor regner med at
det vil veere enklest a finne personen med de
store skoene forst, men mener det vil bli enklere
dersom hun vet hvor hgy personen er.

Deres oppgave er a lage oppskrift som rektor (og
andre) kan bruke for a finne hegyden til folk ved &
studere fotsporene deres. Den bar bade fungere
pa fotsporet dere fant og pa andre fotspor.

EDvarp If
HUNCH

3 i

Fotomanipulasjon. Bildet av inngangspartiet er
fra skolens arkiv.

Figur 2

lane til elevane bestod av. Elevane laga mellom
anna ein formel utan hjelpemiddel, teikna ein
graf utan hjelpemiddel, brukte regresjon i Geo-
Gebra og laga ein graf i Excel. Ettersom elevane
brukte lang tid pa oppgava, fekk dei lite tid til &
drofte dei ulike modellane og presentere dei for
kvarandre. I ei anna gruppe hadde leeraren tid-
legare introdusert modellering og lzert elevane &
bruke GeoGebra til 4 lage ein regresjonsmodell.
Alle elevane i denne gruppa valde & bruke regre-
sjon for a kome fram til ein modell. Dette gjekk
raskare, og elevane rakk dermed i storre grad a
snakke om variablane i modellane og gyldig-
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heitsomradet for modellen. I dei to siste grup-
pene som provde ut aktiviteten, vart steget fra
tabellen med hogde og skolengde til ein modell
for stort, og elevane klarte ikkje a kome i gang
med a lage ein modell pa eiga hand. Aktivite-
ten vart dimed gjennomfert som ein aktivitet i
plenum. Desse tre situasjonane illustrerer ulike
utfordringar med modellering. Det er berre i
den forste gruppa at aktiviteten kan seiast a ha
fungert som ein modellframkallande aktivitet,
der elevane utvikla eigne modellar. Ettersom
heile okta gjekk med til & utvikle modellane,
vart det ikkje tid til & samanlikne dei ulike
modellane. Dette gjorde det vanskeleg for laer-
aren a ta utgangspunkt i modellane til elevane
vidare. I den andre gruppa fekk elevane erfa-
ring med a vurdere modellen, men ettersom alle
elevane tok utgangspunkt i at dei skulle bruke
regresjon, fungerte aktiviteten i sterre grad
som det Lesh og Caylor (2007) kallar rettleia
utforsking (guided discovery activity). Dei fekk
likevel erfaring med & vurdere modellane, noko
som vert trekt fram som relevant i kjerneele-
mentet modellering og anvendingar. 1 dei siste to
gruppene vart utfordringa for elevane for stor til
at dei klarte & skape eigne modellar. Gjennom
at aktiviteten vart gjennomfort i fellesskap, fekk
dei likevel sett eit dome pa modellering. Utan
anna datagrunnlag enn erfaringane til leera-
ren (inkludert mine eigne, for eg var vikar i ei
av desse gruppene) er det vanskeleg & seie om
grunnen til at elevane ikkje kom i gang, var at
dei mangla verktoy eller motivasjon, eller om
oppgava var uklart formulert.

Erfaringar med Big Foot i matematikk 1P-Y

Inspirert av utprovinga i matematikk 1P provde
eg hausten 2023 den same aktiviteten i mate-
matikk 1P-Y. I denne gruppa gjennomforte eg
aktiviteten pa 45 minutt. For & kome elevane
som opplevde aktiviteten som vanskeleg, i mate
valde eg her a lage ein enkel stottestruktur i
form av eit A3-ark som elevane kunne notere
pa undervegs (sja Figur 3). I tillegg til oppga-
veteksten hadde eg tilgjengeleg tilleggsmateriell
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Big Foot

Navn pé gruppemedlemmene:

Var metode for & finne Kladd:

hgyden:

Begrunnelse:

Figur 3

dersom elevane sakna meir data. Dette bestod
av eit fotlengde-hegde-skjema for barn, ein
tabell som viste hegde/skostorleik/fotlengde
for barn, og ein tabell med om lag 30 hogder og
fotlengder for bade menn og kvinner. Elevane
brukte lang tid pa & kome i gang med oppgava.
Dette er og observert av Aliprantis og Car-
mona (2003, s. 262) i arbeidet med ein annan

modellframkallande aktivitet. Av fem grupper
i 1P-Y som arbeidde med aktiviteten, klarte
fire grupper & kome fram til minst ein modell.
Desse modellane er vist i Figur 4 (med loyve
fra elevane). Fleire av gruppene viste teikn til
a revidere modellane sine undervegs, og ei av
gruppene foreslo to separate modellar (loysing
2 og loysing 5), der lpysing 5 er meir avansert.
Loysing 1 er den enklaste loysinga. Her har ele-
vane blanda fotlengde og skosterrelse, og deret-
ter brukt tabellen som viste hogde/skostorrelse/
fotlengde for barn, til & kome fram til hogda.
Elevane har ikkje reflektert over at hegda dei
har funne, ikkje var spesielt stor. Loysing 2 har
0g teke utgangspunkt i samanhengen mellom
fotlengde og hogde for born, men her har elev-
ane tenkt seg at fotlengde og hegde er propor-
sjonale storleiker, slik at om dei halverer hogda,
vil dei 0g halvere fotlengda. Loysingane 3, 4 og
5 dreier seg alle om & finne forholdstal, men ele-
vane har gjort dette pé litt ulike métar. Medan

Loysing 1:

Forst sa malte vi fotlengden og da fikk vi 36,5
cm, og s& da fikk vi skosterrelse 37. Vi brukte
deretter tabellen pa arket og provde & finne
skostorrelsen med hoyden, og da fikk vi dermed
150/155 cm, og det tror vi er hoyden til
personen.

Loysing 2

Foten er 36,5 cm lang. 222 = 18,25 emStorrelse
30=18-18.7cm '

Hoyde: Barn = 122 cm hoy, 28-30 storrelse i sko.

(- 2) Person 244 cm hoy og 60 sterrelse

Loysing 3

Vi tok lengden pa fotavtrykk og ganget med 6,6
for & finne en ca hoyde. Vi fant tallet 6,6 ved &
prove oss frem, og sa testet vi det ut pa heydene
pa gruppa, for vi brukte det og fant at hoyden til
personen var 244 cm,

Loysing 5:
Fant gjennomsnittsforhold mellom fotlengde og
hoyde for menn.

Gjennomsnitt: 5,7

36,5cm-5,7 = 208,05 cm

Loysing 4

Vi tok gjennomsnittshoyden og delte pa
fotlengden. Da fikk vi 6,3. Deretter multipliserte
vi forholdet med skoavtrykket, for & finne
heyden. Vi fikk da

6,3-36,5=232¢cm

Vi fant ut at forholdet mellom skostorrelse og
fotlengde var 1,5, og fant ut at personen hadde
storrelse 54

Figur 4: Laysingane til elevane. Laysingane er digitalisert av forfattaren, men elles ikkje endra.

46

2/2024 tangenten



elevane som kom fram til leysing 3, provde seg
fram med sine eigne fotlengder og hegder for
4 finne eit forholdstal, brukte gruppa med loy-
sing 4 gjennomsnittshegda og gjennomsnitts-
fotlengda til elevane pa gruppa. I loysing 5 har
elevane teke utgangspunkt i mennene i tabellen
med hegder og fotlengder for vaksne og rekna
ut gjennomsnittsforholdet. Elevane gjekk ut ifra
at fotsporet métte vere frd ein mann, sidan det
var sa stort.

Modellframkallande aktivitetar i
klasserommet

Lesh et al. (2000) presiserer at modellframkal-
lande aktivitetar korkje skal vere vanskelege,
morosame eller opne. Mange av elevane har
likevel synst at oppgéva var vanskeleg, serleg i
starten. Dette kan skuldast at elevane er vande
med a loyse oppgaver med éin framgangsméte
og eitt svar, og at det er vanskeleg & handtere at
dei sjolv ma utvikle sin eigen framgangsmate.
Nar Lesh et al. (2000) presiserer at det ikkje er
eit mal at aktiviteten skal vere morosam, hand-
lar det bade om at det er vanskeleg & vite kva
elevane kan vere interesserte i, og at ein leerar
kan vekke interesse hja elevane med mange
slags aktivitetar. I matematikk 1P-Y vekte akti-
viteten i seg sjolv interessa til elevane - det er
lite interessant i utgangspunktet med eit papir-
fotavtrykk pa golvet, men elevane likte a forsoke
a loyse eit mysterium. Det siste poenget til Lesh
et al. (2000) er at aktiviteten ikkje er open, for
elevane skal forsta nar dei har kome fram til
ei tilstrekkeleg god loysing. Elevane oppfattar
likevel aktiviteten som open nar han har fleire
moglege framgangsmatar og moglege svar.
Utprovinga viste 0g at det kan vere vanskeleg
for elevane & kome fram til ein endeleg modell,
ettersom elevane brukar lang tid pé aktiviteten
og kanskje ikkje rekk & gd mange rundar for &
vidareutvikle modellen.

Malet med modellframkallande aktivitetar
er at elevane skal utvikle eigne system for tol-
king av informasjon som er kraftig, gjenbrukbar
og mogleg a dele med andre. Dersom vi ser pa
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loysingane til elevane i matematikk 1P-Y, sa er
i alle fall gruppa som kom opp med béade loys-
ing 2 og loysing 5, pa veg mot eit slikt system.
Vi sag 0g at desse gjenbrukbare systema vil
variere basert pd forkunnskapane til elevane.
Dette betyr at same aktivitet kan fungere pa
ulike klassetrinn. Det kan likevel kome til eit
punkt der elevane betraktar oppgava som ei
rutineoppgave dei alt har ei loysing for, og dé er
ikkje lenger aktiviteten modellframkallande. Eit
deme pa dette var klassen der alle elevane nytta
regresjon. Her kan tabellen som elevane fekk
utdelt som ein del av oppgavearket, ha spelt inn.
For & bidra til at aktiviteten fungerer modell-
framkallande for desse elevane, er det mogleg a
flerne denne tabellen og la elevane kome fram
til passande variablar sjolv.

Modellframkallande aktivitetar kan vere eit
utgangspunkt for a arbeide med fleire av kjerne-
elementa i Fagfornyinga. Nar elevane sjolv mé
omsetje problemet fra roynda til eit matematisk
problem, vil dei trene pa & skildre roynda ved
hjelp av matematikk. Fordi elevane sjolv har
omsett problemet, vil det 0g kunne vere enklare
a tolke og vurdere lpysinga. Koplinga til reynda
kan i tillegg hjelpe elevane til a sja relevansen i
faget. Gjennom arbeidet med modellframkal-
lande aktivitetar vil og elevane kunne arbeide
med andre kjerneelement i tillegg til modellering
og anvending, som utforsking og problemloysing
ndr dei sjolv ma utvikle ein lgysingsmetode, og
representasjon og kommunikasjon nar dei ma
velje korleis dei skal uttrykke modellen sin og
deretter presentere den for andre.

Demet over viser 0g at det kan vere
krevjande a4 arbeide med modelleringsaktivi-
tetar. Aktivitetane krev at elevane konsentrerer
seg over lengre tid, og elevane ma utvikle eigne
loysingsmetodar. Begge desse punkta skil seg
fra tradisjonell oppgaverekning. I tillegg kan
aktivitetane vere krevjande for leeraren, som til
ein viss grad mister kontrollen pa det elevane
gjer. Mi erfaring er likevel at elevane set pris pa
a arbeide pé nye matar, og at det er verdifullt &
utforde elevane til & tenkje nytt, sjolv nar dei

47



ikkje kjem i médl med loysingane. Alle dema
over var dessutan fra introduksjonen av denne
typen aktivitet. Dersom modellframkallande
aktivitetar vert nytta fleire gongar med dei same
elevane, er det grunn til & tru at elevane i storre
grad vil vere vande med arbeidsmetoden. Bade
leeraren og elevane kan deretter referere tilbake
til erfaringane med den modellframkallande
aktiviteten seinare, og slik kan han nyttast som
ein prototype i arbeidet med andre matema-
tikkoppgaver. I tillegg kan leeraren og elevane
saman generalisere og vidareutvikle strategi-
ane elevane har brukt. Slik kan erfaringane fra
arbeidet med den modellframkallande aktivi-
teten 0g kome til nytte nar elevane loyser meir
tradisjonelle tekstoppgéver som relaterer reynda
til matematikken.
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Steffensen

Modellering av CO,-utslipp

Modellering i samfunnet dreier seg om & under-
soke virkelige situasjoner ved hjelp av matema-
tikk. Det kan handle om biltrafikk, folks hand-
lemonster eller reisevaner. Man har gjerne et
onske om a forstd, beskrive eller forutsi sam-
funnsmessige problemstillinger, som hvordan
et virus sprer seg, eller hvordan klimaet endres.
Slike komplekse problemstillinger krever mye
av de som skal modellere. Nar modellering skal
forega i skolen, kan elever samle informasjon,
studere sammenhenger og formulere hypoteser
for hva som kan skje dersom ... Det er samtidig
relevant at leerere og elever reflekterer over selve
modelleringsprosessen. Hvordan skal elevene
starte? Hvilke beslutninger skal de gjore under-
veis? Hvordan blir matematikken synlig?
Modelleringsproblem kan fremstilles som
syv faser hvor man veksler mellom & oversette
fra virkeligheten til matematikk og fra matema-
tikk til virkelighet. Figur 1 illustrerer at man
starter med & formulere en problemstilling
fra en virkelig situasjon (se tall 1 pa figuren).
Omradet som skal undersokes, avgrenses, og

Lisa Steffensen
Hogskulen pa Vestlandet
lisa.steffensen@hvl.no

Artikkelen er et utdrag omskrevet fra Steffensen
(2023).
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man samler og systematiserer informasjon (2).
Informasjonen (dataene) bearbeides matema-
tisk og formuleres som problem (3). Problemet
bearbeides, analyseres, man utvikler matema-
tiske losninger (4). Resultatene blir sa tolket
og evaluert i lys av det opprinnelige problemet
(5). Det har betydning & sikre at losningene er
relevante og troverdige sett opp mot utgangs-
punktet (6). Resultatene formidles i et sprak som
aktualiserer situasjonen som problemstillingen
utgér fra, samtidig som en etterstreber presise
matematiske beskrivelser. Slik blir formidlingen
del av modelleringsprosessen (7). Man beveger
seg fram og tilbake mellom fasene, prosessen
drives fram gjennom kritiske tilbakeblikk.
Beskrivelsen over kjennetegner modellerings-
prosesser som foregar i samfunnet. Samtidig er
det en beskrivelse av hvordan larere og elever
arbeider med modellering i skolen. A se pa
modelleringsprosessen som en syklus slik den
er vist pa Figur 1, kan betraktes som et overord-
net verktoy og en plan for modelleringsaktivite-
ten, heller enn en oppskrift som skal folges fra 1
til 7. Men hvordan kan dette forega i praksis? I
det folgende beskrives en modelleringsaktivitet
som foregér pa 4. trinn med leereren Marit. Hun
er bevisst pd at elevene i utgangspunktet ikke
kjenner til alle fasene, men vil at de skal bygge
erfaringer som har trekk av modellering, og lede
dem til en stadig bedre innsikt i hva modelle-
ring dreier seg om.
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Fase 1: Problemformulere

Konteksten som velges, har betydning for hvor-
dan elever engasjerer seg i oppgaven, og for
deres leeringsutbytte. Marit har valgt CO,-ut-
slipp som tema. Klimaendringer og utslipp av
klimagasser er et samfunnsproblem som elev-
ene har diskutert tidligere. Neerhet til problem-
stillingen kan stimulere elevenes motivasjon og
engasjement, de utforsker noe som er aktuelt,
og som angar dem. Det kan gjore at de engasje-
rer seg i noe som er viktig for ssmfunnet. Marit
knytter problemstillingen til en lokal kontekst,
noe de moter i dagliglivet; utslipp fra trafikken
ved skolen. Nar Marit spisser problemstillin-
gen mot hvor mye CO,-utslipp bilene utenfor
skolen har, kan det hores ut som en enkel opp-
gave. Imidlertid kan det vaere vanskeligere enn
man tror, og det krever trening & formulere et
ikke-matematisk problem til & bli en matematisk
lgsbar problemstilling for elever. Marit arbeider
sammen med elevene med a avgrense problem-
stillingen tilstrekkelig til at det er mulig a finne
lgsninger, samtidig som det skal gi mening a
lgse problemet. Hun viser et bilde med ulike

1 Problemformulere/konstruere
2 Farenkle/strukturere/avgrense
2 Matematizere

4 Arbeide matematisk

5 Fortolke

6 Validere modell og relevans

7 Presentere

Virkelig
situasjon

Modell aw *
situasjon \

&

Resultater, og
batydning for den

Samfunnskritisife yvirkelige situasjon

Virkelig verden

kjoretoy, og lar elevene arbeide i leeringspar
og utfordrer dem til & formulere matematiske
problemstillinger. De studerer bildet og dis-
kuterer hva de ser. Hensikten er at de trener
seg pa a stille spersmal ut fra «virkeligheten,
de skal fa oye pd matematikken i situasjonen.
Flere av sparsmalene de stiller, har likheter med
leerebokoppgaver, er urealistiske og har kun ett
riktig svar. Marit ensker imidlertid at elevene
skal se at problemstillinger kan ha mange svar,
avhengig av hvordan man definerer sporsmalet.
Hun utfordrer derfor elevene underveis ved &
stille spersmél som kan gi ulike svar. Elevene
reflekterer i lag over hvorfor de ikke far samme
svar, og de diskuterer at premissene for spors-
malet og hvordan man tolker spersmalet, kan
bidra til at det finnes flere mulige svar. Problem-
formuleringsprosessen forer til at elevene far et
mentalt bilde av situasjonen og problemet og
kalles gjerne en «situasjonsmodell» (se Figur 1).

Gjennom & gve pa a formulere matematiske
problemer fra ikke-matematiske situasjoner kan
elevene se at matematikk er nyttig og relevant
for a lese utfordringer i samfunn og dagligliv.

Digitale verktay

Matematisk bl
modell R

Matematiske
resultater

Matematisk verden

Figur 1 Modelleringsprosessen visualisert som en syklisk prosess, inspirert av Blum og Leif (2007).
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Tabell 1: Klassens observasjoner i en systematisert form,
med overgang fra elevenes tellestreker.

A la elever formulere problemstillinger avhenger
av elevenes alder og erfaring med modellering.
Elever kan fi erfaringer med béde det & velge
kontekst (som klimaendringer, CO,-utslipp) og
formulere problemstilling (for eksempel mengde
CO,-utslipp fra biler).

Fase 2: Forenkle, strukturere, og avgrense
Marits avgrensning til biler utenfor skolen
bidrar til at tallene blir handterbare for elever
pé 4. trinn. De arbeider i firergrupper og obser-
verer trafikken i 10 minutter. Hensikten er a
fa praktisk erfaring med datainnsamling og
tilknytning til temaet de skal undersoke. Slike
avgrensninger er nyttige og nedvendige, og det
er viktig at de blir kommunisert til brukerne av
modellene, slik at de ikke tror at modellen gjel-
der for noe annet enn den faktisk gjor. Modeller
viser kun deler av virkeligheten. Ved problem-
stillingen CO,-utslipp ma man for eksempel
avgjore hvilke utslipp som skal tas med; fra
kjoretoy, industri eller andre kilder.

Det har betydning for elevene at de samler
data som de bruker. Gjennom biltellingen
danner de mentale bilder av den virkelige situ-
asjonen. Det er meningsskapende, det bidrar
til @& mobilisere bakgrunnskunnskap og oke
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forstaelsen for problemet. Slike pre-matemati-
seringsopplevelser er avgjerende for modelle-
ringsprosessen. I aktiviteten blir elevene bevis-
ste pa at det er forskjell pa typene biler som
kjorer utenfor skolen deres. Senere vil denne
bevisstgjoringen kunne omfatte at biler har
ulike CO,-utslipp. Elevene systematiserer obser-
vasjonene med tellestreker, det er en enkel og
effektiv mate & notere ned fortlopende observa-
sjoner pa. Utfordringene blir mer oversiktlige og
mindre kompliserte ved at de enkelte gruppene
far ulike ansvarsomrader (elektriske/fossilbiler/
busser/store kjoretoy). Samtidig far klassen et
nyansert datamateriale & arbeide med.

Tilbake i klasserommet samles dataene, og
de enkelte gruppenes bidrag blir tydelige nar
elevene forer tellestrekene opp pa tavlen (tabell
1). Marit leder dem gjennom en prosess der
de systematiserer slik at dataene fremstar i en
oversiktlig tabell. Overgangen fra tellestreker
til tabell kan oppleves stor, det handler om &
synliggjere antall og ulike typer kjoretoy, det
skal brukes til  beregne CO,-utslipp. Marit tar
kontroll over prosessen som forer fram til en
oversiktlig tabell, samtidig som hun tenker at
elevene senere skal gjore det uten hennes hjelp.
De er med i hele prosessen; fra a gjore faktiske
observasjoner, fore oversikt med tellestreker,
overfore til en felles oversikt som overfores til
tallverdier i en systematisert form.!

Elever pa mellomtrinn og ungdomstrinn
kan bruke storre mengder trafikkdata som
kan hentes fra Statens vegvesen.? De ma ogsa
gjore forenklinger og valg knyttet til & avgrense
data. Hvilket omrade skal velges? Skal de se pa
degntrafikk, manedstrafikk, eller arstrafikk?
Lengde pa kjoretoy? Elevene erfarer 4 handtere
store datamengder nar de tar i bruk slike data-
baser. Mange vil bruke databehandlingsverktoy,
som regneark, til & systematisere, strukturere
og gjore forenklinger og avgrensninger som de
ser naturlige ut fra den aktuelle problemstillin-
gen. Forenkling, avgrensning og strukturering
forer til at elevene far en begynnende modell
(se Figur 1).
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Fase 3: Matematisere

I matematiseringsfasen handler det om a sette
matematisk sprak pé en praktisk situasjon. Man
gjor antakelser og velger relevante kriterier og
faktorer som kan brukes i den matematiske
modellen. Det kreves kunnskap og trening i
a identifisere relevante data og i 4 identifisere
sammenhenger mellom dataene. Samtidig er det
viktig & anerkjenne kunnskaper som strengt tatt
ikke er matematiske, ogsa i matematiseringspro-
sessen. Elevene utfordres til & tenke over hvilken
type matematikk som kan veere relevant & bruke
til 4 lose problemstillingen. Det er mange gode
modelleringsoppgaver der elever kan klare seg
med de fire regneartene, grunnleggende sta-
tistikk og algoritmisk tenkning. Nar aktuelle
data er valgt, handler matematiseringen forst
og fremst om 4 ferdigstille oversettelsen fra det
praktiske problemet til matematiske sammen-
henger.

A beregne CO,-utslipp er ingen enkel sak,
selv ikke for forskere. Bilers CO, -utslipp vil
variere etter alder, drivstofftype, hastighet,
kokjoring og bratthet. Man mé bestemme om
man skal beregne utslipp ut fra hvor mye driv-
stoff som er brukt, eller om man skal beregne
utslipp fra bilens livslop. Statistisk sentralbyras
oversikt viser CO,-utslipp per kjorte kilometer
for utvalgte kjoretoy i ulike trafikksituasjoner
(Figur 2). Marit har hentet informasjon om
CO,-utslipp til kjoretoy pa forhand (som at en
bil slipper ut 6 gram per 100 meter). Det at hun
selv henter og viser informasjon til elevene,
kan bero pa at det ikke er tid til at elevene gjor
det, eller pa at informasjonen er utilgjengelig
for elevene pa grunn av alder. Det kan imid-
lertid veere positivt 4 inkludere elevene i slike
prosesser. For 4 unnga formalslgse Internettsok
kan man gi elever oversikter som de finner hos
Statistisk sentralbyra. De ma fortsatt bearbeide
dataene og foreta valg. Det kommer fram av
Figur 2 at omregnet til en strekning pa 100 m
varierer utslipp fra personbiler fra 12,7 gram
til 30,1 gram per 100 km (innrammet i rodt).

52

Hvilke utslippsverdier som velges, vil derfor
ha stor betydning for resultatene elevene ender
opp med.* Matematiseringsprosessen forer til at
elevene far en matematisk modell (se Figur 1).

Ved a inkludere elever i informasjonsinn-
henting kan en bidra til & oke forstdelsen av at
utslippstall ikke er en klart definert storrelse.
Elevene kunne diskutert faktorer som farts-
grense utenfor skole og flyt i trafikken for de
bestemte seg for et bestemt utslippstall. Dette
ville veert verdifullt nar elevene senere skal
reflektere over sine lesninger. Modellerings-
prosessen inneholder som regel slike valg, og
resultatet vil alltid inneholde et visst rom for
usikkerhet. Det kan derfor gi elever et mer
nyansert bilde av matematisk modellering om
de kan reflektere over slike forhold.

Fase 4: Arbeide matematisk

A arbeide matematisk innebzrer & anvende
matematiske begreper, teknikker og tenkemé-
ter, som a beregne og lese likninger. Marits
elever skal ansla hvor mange biler som pas-
serer i lopet av 20 minutter, basert pa data de
samlet inn i lopet av 10 minutter. De kan velge
d arbeide alene, eller med en leeringspartner. De
far ingen instruksjon for hvordan oppgaven skal
lgses, elevene utvikler selvstendige valg under-
veis. Marit gnsker at elevene deler matematiske
tenkemater og strategier, noe som i seg selv kan
bidra til bevisstgjoring hos den enkelte. Innsikt
i medelevers fremgangsméter bidrar ogsa til a
revurdere egne strategier. Det bygges et sam-
talemiljo der elevene tenker sammen, og der
leereren far anledning til & snakke om tema som
gjentatt addisjon og multiplikasjon, og hodereg-
ningsstrategier. De har ulike antakelser, og det
kommer fram mange ulike fremgangsmater.
Noen benytter standardalgoritmen for mul-
tiplikasjon, mens andre bruker gjentatt addi-
sjon. Noen velger & beregne hvor mange biler
og busser som passerte pa en time. Flere elever
foreslar at det vil passere 100 biler forbi skolen
pa 20 minutter, og Marit inviterer til samtale:
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Figur 2: Oversikt over CO2-utslipp (g/km) av ulike kjoretay i ulike trafikksituasjoner. https://www.ssb.no/natur-og-

miljo/artikler-og-publikasjoner/hva-pavirker-utslipp-til-luft-fra-veitrafikk)

Marit Er alle enige om at det vil passere 100
biler pa 20 minutter?

Ja, jeg og Elin fant ut at siden 20
minutter er det dobbelte av 10 minut-
ter, kunne vi bare doble antall biler.
Men hvordan vet vi at det er noyaktig
100 biler pa 20 minutter? Dersom vi
maéler i rushtrafikken, vil det kanskje
veere flere?

Ja, eller hva med natten? Da vil det
veere mye feerre biler ... kanskje ingen
i det hele tatt!

Inger

Elias

Dan

Marit bruker utsagnene til a innlede en dis-
kusjon om hvorvidt dataene deres er realistiske
og representative for biltrafikken i omradet.
Elevene kommer med flere innspill, og de blir
enige om at det ikke er helt realistisk i forhold
til virkeligheten. Dersom de hadde telt biler pa
et annet tidspunkt, kunne det ha passert flere
— eller feerre - biler. Kjellrun, en av elevene, er
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imidlertid ikke forneyd og opponerer mot kon-
klusjonen. Hun mener at det kan vaere realistisk
fordi natt-trafikken og rushtrafikken utliknes.

Nar elevene beregner CO,-utslipp fra bilene,
bruker de anslaget pd 6 gram CO, per 100 meter
(tilsvarende strekningen utenfor skolen). Ole
benytter seg av gjentatt addisjon, han adderer
50 seks ganger og far at 50 biler slipper ut 300 g
CO, pa strekningen i lopet av 10 minutter. Han
overforer dette ogsa til multiplikasjon, ved 4 fore
opp multiplikasjonsstykket 50- 6. Han benytter
seg av det hoyeste tallet siden det er mest effek-
tivt. Muligens har han forstatt ssmmenhengen
mellom gjentatt addisjon og multiplikasjon. Ole
sier at det kanskje hadde veert mest effektivt &
kunne 6-gangen helt opp til 50 i hodet, men at
han ikke kan dette. Han lgser det pa den méten
som er mest effektiv for ham. A jobbe matema-
tisk forer til at elevene far matematiske resulta-
ter (se Figur 1).
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Fase 5: Fortolke

A fortolke innebarer at man vurderer resultater
fra den matematiske modellen i lys av den vir-
kelige situasjonen. Elevene kan tolke om resul-
tatene er rimelige og troverdige. De kan vurdere
om svarene er komplette, og om de dekker alle
relevante tilfeller av situasjonen som ble model-
lert. Hvor sensitivt er resultatet som folge av
antakelsene som er gjort underveis? Er data og
andre variabler ngyaktige? Nar Marit diskuterer
med elevene om hvorvidt det var tilstrekkelig
a male 10 minutter midt pa dagen, eller hvor-
dan rushtrafikk og trafikk om natten kunne
forskyve modellresultatene, diskuteres premis-
sene for modellen. Dersom elevene hadde valgt
utslippstall selv, kunne de endt opp med ulike
tall og lesninger, noe som ville gitt grunnlag for
diskusjoner gruppene imellom. Modellering vil
som regel inneholde slike valg, og resultatet vil
alltid inneholde et visst rom for usikkerhet. A
kunne reflektere over dette kan bidra til at elev-
ene utvikler et nyansert bilde pa modellering og
modeller. Det kan bevisstgjore dem om at nar
et resultat presenteres, gir det rom for videre-
utvikling, og ikke bare er et sluttprodukt. Det
er derfor modelleringsprosessen ofte fremstilles
syklisk. Marit ensker ogsa at elevene fortolker
i et videre perspektiv om hvilke pavirkninger
og folger CO,-utslipp kan ha for elevene lokalt,
og for jorden generelt. Hun engasjerer dem i
klasseromsdiskusjoner om hva forurensning
betyr, hva CO, og CO,-utslipp er, og ber elev-
ene reflektere over kjoretoy og miljevennlighet.
Gjennom modelleringsaktiviteten har elevene
fatt et grunnlag for & delta i samtaler om CO,,
om hvordan utslipp kan pavirke miljo og klima.
Nar elevene arbeider med fortolkning, tolker de
resultatene i lys av den virkelige situasjonen og
betydningen resultatene kan ha (se Figur 1).

Fase 6: Validere

I modelleringsaktiviteter er det viktig a evalu-
ere matematiske prosesser og resultater opp mot
virkeligheten. Validere betyr at man kontrolle-
rer om metoden man har benyttet, er gyldig i
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lys av de data man har, og om metoden er egnet
til formélet. A validere innenfor modellering
kan innebeere at man vurderer om prognoser er
rimelige, eller om modelleringsprosessen er kor-
rekt utfort. Elevene til Marit kan arbeide med
a bekrefte riktigheten av matematiske resulta-
ter opp mot den matematiske modellen de har
funnet. For eksempel om beregninger er korrekt
utfort, om utvalgte data beskriver situasjonen
tilstrekkelig, eller om resultatet stemmer med
forventet resultat. Selv om elevene pa 4. trinn
kanskje ikke kan vurdere om beregnet mengde
CO, stemmer med forventet resultat, kan de gi
en vurdering om beregnet antall biler virker
rimelig. A validere relevans betyr at elevene
ma vurdere nytten i modellen ut fra den fak-
tiske situasjonen, de ma oppdras til a sperre om
svarene er relevante og nyttige for formalet, for
eksempel er det nyttig & vite hvor stort CO,-ut-
slippet er utenfor skolen. Resultater av model-
lering er gjerne ikke et svar pa hvordan man
ber handle i den aktuelle situasjonen, men kan
betraktes mer som et grunnlag for beslutninger.
Kritiske vurderinger er nodvendige, bade av de
som har foretatt modelleringen, og i kommuni-
kasjon med andre som resultatene er relevante
for. Selv om beregningene til Marit og elevene
ikke skulle brukes til noe konkret (for eksempel
beslutningsgrunnlag for antall biler i Bergen),
kan man tenke seg at svarene de fikk, medferte
en bevissthet om bilers CO,-utslipp i neermil-
joet. Valideringsfasen foregér kontinuerlig, og
gjerne pa kryss og tvers av modelleringsproses-
sen (se Figur 1), for eksempel ved at man vali-
derer matematiske resultater opp mot modellen
(fase 4), eller validerer matematisk modell opp
mot begynnende modell (fase 3).

Fase 7: Presentere

I modelleringsprosesser i samfunnet stilles det
krav til at resultater formidles pa slike méter at
folk far innsikt i og kan ta stilling til problemet.
Tilsvarende kan elevene oppmuntres til & dele
arbeidet sitt pa ulike fora, lage plakater og delta
i klasseromsdebatter, og presentere resultater
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muntlig og skriftlig til medelever. De skal for-
klare og argumentere for hva de har gjort, veere
lyttende i diskusjoner og kunne gjore endringer.
Elevene kan bruke diagrammer, tekst, bilder,
muntlighet, brev til myndigheter osv. De kan
lage skoleavis, nettsider eller interaktive presen-
tasjoner, og de kan invitere foresatte, kommu-
nerepresentanter eller andre beslutningstakere
inn og legge fram resultater for dem.

A presentere modellresultatet kan ogsa inne-
baere at man gir anbefalinger og deltar i beslut-
ningsprosesser vedrerende den aktuelle pro-
blemstillingen. Under COVID-19-pandemien
ble resultater fra matematiske modeller brukt
til & begrunne politiske beslutninger. I under-
visningssammenheng, kan Marit og elevene for
eksempel reflektere over om det er noe skolen
kan gjore for & redusere CO,-utslippet utenfor
skolen. Kan man tilrettelegge for mer bruk av
offentlig transport? Pavirke busselskap til @ ha
busstopp utenfor skolen, koordinere bussrutene
med skoletidene, eller innfore gratis skoleskyss
for alle? Kan elevene sende brev til kommunen
og etterlyse eller foresla tiltak som kan redusere
lokale og globale CO,-utslipp? Elevene kan pa
slike mater leere at bruk av matematikk ikke
bare skjer i klasserommet, men at matematikk
er i bruk i samfunnet. Modelleringsaktiviteter
kan pa dette viset ikke bare handle om a lage
tabell, eller legge sammen tall, men kan vere
en mate & leere a utove myndighet i samfunnet
pa, som ansvarlige og kritiske borgere. I denne
fasen presenterer elevene modellen i lys av den
virkelige situasjonen (se Figur 1).

Avsluttende kommentarer

A gjennomfere modelleringsprosessen som
beskrevet ovenfor kan veare tidkrevende og
kan oppleves som uoversiktlig og kanskje ogsa
kaotisk underveis, bade for lerere og elever.
Likevel har det verdi at elevene fir gjore seg
slike erfaringer. De trenger & lere om kom-
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plekse problemstillinger hvor de selv er med
pé & drive fram prosessen. Det har verdi at de
kan omforme situasjoner fra virkeligheten til
matematisk héndterbare problemstillinger og
handtere disse, og gjore seg kritiske refleksjoner
underveis. At de kan skissere forslag tilbake til
virkeligheten, hvor det gjerne ikke er ett korrekt
svar, men flere mulige alternativ, basert pa valg
de har gjort underveis. Det har ogsa verdi at de
gjor seg metarefleksjoner om modelleringspro-
sessen, altsa at de leerer om selve modelleringen,
hva dette er - og hvordan dette foregar. At de
erfarer at dette ikke er en stremlinjeformet pro-
sess, men at de far sta i problemstillinger hvor
de ma ga fram og tilbake i prosessen og vere
kritisk fram- og tilbakeskuende.

Noter

1 For andre eksempler pa strukturering og matema-
tisering i en modelleringsprosess, se kapittel 5 i
Begynneroppleeringen, Johnsen-Haines (2020).

2 Statens vegvesen har digitale trafikkdata hvor elever
kan laste ned data etter selvvalgte kriterier, for
eksempel utvalgte steder, dager eller kjoretgylengde:
https://www.vegvesen.no/trafikkdata/start/kart

3 Ut fra tabellen til SSB kan det se ut som om Marits
anslag var noe lave, noe som bare understreker rele-
vansen av a inkludere elevene i innhenting av data,

og kritiske vurderinger av disse.

Referanser

Blum, W. & LeiB3, D. (2007). How do students and
teachers deal with modelling problems? | C. Haines,
P. Galbraith, W. Blum & S. Khan (Red.), Mathe-
matical Modelling. Education, Engineering and
Economics-ICTMA (Bind 12, s. 222-231). Horwood
Publishing.

Johnsen-Hgines, M. (2020). Begynneropplaeringen. Mate-
matikkdidaktikk - barnetrinnet. Caspar Forlag.

Steffensen, L. (2023). Modellering: matematikk for skole

og samfunn. Caspar Forlag.

55



Nordskog, Lien

Modellering - a bryte med

forventningene

Vi har undersokt hvordan elever i matematikk
IT jobber med modelleringsoppgaver, med
seerlig fokus pa de aspektene ved modellering
som skiller denne typen oppgaver fra mer tradi-
sjonelle tekstoppgaver. I denne artikkelen tar vi
utgangspunkt i resultater fra var masteroppgave
i matematikkdidaktikk, som ble levert varen
2023 (Lien & Nordskog, 2023). Vi vil belyse de
resultatene som vi mener har storst relevans for
leerere i skolen.

Motivasjon for studien

Mange vil pasta at de ikke har fatt bruk for den
matematikken de leerte pa skolen, og at denne
har lite til felles med matematikken de benytter
i hverdagen (Pollak, 2011). Ved a arbeide med
modellering og apne oppgaver vil flere elever
veere i stand til 4 se at skolematematikken er
nyttig for livet ellers (Boaler, 2001). I tillegg har
«modellering og anvendelser» fatt en sentral
plass i leereplanen som ett av kjerneelementene
(Utdanningsdirektoratet, 2020). Leereplanen er

Martin Nordskog
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Beate Lien

Universitetet i Agder
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relativt ny for bade lerere, leererutdannere og
leererstudenter, og matematisk modellering er
et nytt og ukjent omrade for mange. Derfor sd
vi det som interessant i masteroppgaven var & se
péa hvordan elever arbeider med modellerings-

oppgaver.

Pre-matematisering og validering

Det finnes flere modeller som beskriver ide-
altypiske lesningsprosesser for modellerings-
oppgaver, og ofte fremstilles disse som sykliske.
Felles for slike modelleringssykluser er at de
beskriver de ulike stegene som ofte inngar i
en lpsningsprosess av modelleringsoppgaver,
bade i «den matematiske verden» og «resten
av verden». Resten av verden omtales ofte som
«den ekstra-matematiske verden», der begrepet
«ekstra-matematisk» refererer til det som ligger
utenfor det matematiske domenet. Et eksempel
pa en slik modelleringssyklus er Blum og Ferris
(2009) firestegsmodell (Figur 1), som gér ut pa
a dele opp et problem i (1) a forstd problemet,
(2) finne/systematisere/anta informasjon, (3)
gjore matematiske utregninger og (4) forklare og
vurdere resultatet. I noen tilfeller vil det veere
nedvendig & bevege seg gjennom syklusen flere
ganger for a oppna et resultat som er menings-
fullt med tanke pa situasjonen som er gitt i opp-
gaveteksten. For eksempel kan man se seg nodt
til & endre antakelsene man har gjort i forste
omgang, dersom de viser seg & veere utilstrek-
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kelige nar man senere vurderer det matematiske
resultatet man har kommet frem til.

I vart masterprosjekt gnsket vi & undersoke
hvordan elevene jobbet i pre-matematiske steg,
og hvordan de validerte resultatene sine. Med
begrepet pre-matematiske steg sikter vi til ste-
gene for utviklingen av en matematisk modell.
Dette innebeerer elevenes arbeid med & forsta
problemet, samt finne, systematisere og anta
informasjon. Med validering av resultatet menes
elevenes arbeid med & forklare resultatet og vur-
dere lgsningen i lys av situasjonen som er gitt.

En av grunnene til at vi gnsket & rette sokelys
mot nettopp disse stegene, var at dette er steg
som har blitt problematisert i tidligere forskning
innenfor modellering (Blum & Ferri, 2009;
Jankvist & Niss, 2020). Dette er ogsa steg som
kanskje markerer det sterste skillet mellom
modelleringsoppgaver og mer «tradisjonelle»
tekstoppgaver, og vil kunne vere utfordrende
for elever med lite modelleringserfaring. Seerlig
validering av resultatene sett i lys av den opp-
rinnelige situasjonen trekkes frem som et tyde-
lig skille mellom modellering og tradisjonelle
tekstoppgaver (Pollak, 2011).

Optimaliserende modellering
I var studie har vi undersokt hvordan elever i
matematikk 1T jobber med to modellerings-

1. Forstd oppgaven

* Les teksten ngye og forestill deg
situasjonen tydelig
* Lag en skisse

4. Forklare resultatet

*  Rund av og koble resultatet sammen
med oppgaven. Hvis ngdvendig, ga
tilbake til steg 1

= Skriv ned det endelige svaret

)

<4

Oppgave 1 - Sommerjobb

Sommerferien neermer seg, og din venn Jgrgen vil
ha en sommerjobb. Han fant en jobb som betaler
20 kroner i timen over minstelgnna, og en annen
jobb som tilbyr halvparten av minstelgnna pluss
provisjon pa 20 kroner per solgte vare. Jargen
spor etter din hjelp. Hvilken jobb ville du anbefalt
han & ta?

Oppgave 2 - Fylle tanken

Helen bor pa Lund, like ved en bensinstasjon.
Hun kjerer en Toyota Yaris, og skal fylle opp
bensintanken. Venninna til Helen sender bilde
av bensinprisene i Grimstad, hvor det viser seg
at bensinen er 3 kroner billigere. Er det verdt a ta
turen til Grimstad for a fylle opp bensintanken?

oppgaver der elevene skal bestemme hva som
er den beste lasningen av to alternativer. Dette
er oppgaver som involverer det English (2021)
kaller optimaliserende modellering, altsa at
man bruker modellering til a velge det «beste»
av flere alternativer. Oppgavene er gjengitt i
rammen.

Oppgave 1 er hentet fra et emne vi selv hadde
ilopet av studietiden i arbeid med modellering.
I oppgaven nevnes begrepet minstelonn, noe
som kan gjore oppgaven ekstra utfordrende.

2. Etablere modell
Let etter informasjon du trenger.

Hvis npdvendig: gjdr antakelser
« Se etter matematiske relasjoner

!

3. Bruke matematikk

Bruk passende lgsningsmetoder
= Skriv ned det matematiske resultatet

Figur 1: Blum og Ferris (2009) firestegs «lgsningsplan» (oversatt av oss).
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Elevene ma ta stilling til og gjere antakelser om
hva slags jobb det kan vare snakk om, og hva
en eventuell minstelonn kan veere. Minstelonn
er heller ikke et lovfestet begrep i mange bran-
sjer, og elevene ma bruke egne erfaringer og
ekstra-matematisk kunnskap for & gjere fornuf-
tige antakelser. Oppgave 2 er inspirert av opp-
gaven «Filling up» fra Blum og Leif3 (2006), og
er tilpasset en norsk kontekst. Begge oppgavene
baerer preg av manglende informasjon i oppga-
veteksten, og stiller dermed krav til at elevene
ma gjore noedvendige antakelser for a kunne
matematisere situasjonen, arbeide matematisk,
og finne resultater som indikerer en anbefaling
til henholdsvis Jorgen og Helen. Hva som menes
med det «beste» alternativet, er heller ikke gitt i
oppgaven, men stiller i stedet krav til at elevene
selv ma velge faktorer de vil vektlegge nar de
skal anbefale et alternativ. Noen vil vektlegge
lonnsomhet, mens andre vil fokusere pa tids-
bruk, forurensning, trygghet eller andre fakto-
rer.

Elevene jobbet sammen i grupper pa tre, og
hele klassen jobbet med de samme oppgavene.
To av gruppene satt pa eget grupperom der det
ble tatt lydopptak av oppgavelgsingen. I tillegg
ble disse to gruppene intervjuet om oppgavene
i etterkant av lgsningsprosessen. For resten av
klassen var deres faglaerer til stede i klasserom-
met, med instruksjon om a legge til rette for
mest mulig selvstendig arbeid med oppgavene.
Elevbesvarelser fra hele klassen og lydopptak fra
de to gruppene utgjorde datagrunnlaget i mas-
teroppgaven var.

«Da er det ikke matematikk lenger»

Den franske matematikkdidaktikeren Guy
Brousseau introduserte begrepet didaktisk
kontrakt, noe som beskriver en underbevisst
avtale mellom leerer og elever om hvilke normer
og regler som gjelder i en undervisningssitua-
sjon (Brousseau & Otte, 1991). Den didaktiske
kontrakten viser til en gjensidig forventning
mellom lerer og elever, ofte basert pa forvent-
ninger og vaner som er utviklet over flere ar.
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Avtalen kan innebzeere at det er laererens opp-
gave 4 fortelle hvordan en kan lgse en gitt opp-
gave, mens elevenes oppgave er & gjennomfore
losningsmetoden pa en eller flere liknende opp-
gaver.

Funn fra var studie viser at elevene i stor
grad gjorde relevante antakelser for a veie opp
for manglende informasjon i oppgaveteksten.
Til tross for at elevene kom opp med slike
antakelser, vegret de seg i stor grad for & bruke
dem. De forsekte heller & lose oppgavene ved
a utvikle generelle uttrykk, der de brukte
variabler i stedet for antatte verdier for de
ulike storrelsene. Elevene uttrykte eksplisitt
at ved 4 bruke antakelser eller informasjon
de selv fant, var det ikke lenger snakk om en
matematikkoppgave. Det kan virke som de
oppfattet det som juks, og at det bret med
deres forstéelse av hva en matematikkoppgave
skal vare, og hva som er «lovlige» steg i
losningsprosessen. Hva som regnes som lovlige
steg, kan veere pavirket av den didaktiske kon-
trakten som er etablert i klasserommet. I arbeid
med modelleringsoppgaver ma elever ofte bryte
den didaktiske kontrakten, ettersom modelle-
ringsoppgaver gjerne er mer apne enn tradisjo-
nelle matematikkoppgaver. Losningsmetoden er
ikke gitt, og kan variere fra elev til elev, og fra
oppgave til oppgave.

Et annet funn, som er mer spesifikt knyttet
opp mot optimaliserende modellering, er hvor-
dan elevene definerte det «beste» alternativet.
Elevene i véar studie hadde utelukkende fokus
pa lennsomhet i utviklingen av en reell modell.
Dette pavirket videre den matematiske model-
len, og dermed ogsé det matematiske resultatet.
Fra et matematikkdidaktisk perspektiv er det
interessant hvordan elevene tok stilling til andre
faktorer da de senere skulle validere resultatet
pé oppgaven. Da endret de sine kriterier for
det «beste» alternativet, og endret dermed ogsé
sin reelle modell ved & inkludere faktorer som
forutsigbarhet i oppgave 1 og tidsbruk og tra-
fikkrisikoer i oppgave 2. Elevene lot likevel ikke
denne endringen pavirke resten av lgsningspro-
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sessen, og beholdt den matematiske modellen
til tross for endret reell modell. Med andre ord
gjorde elevene ingen utregninger knyttet til
andre faktorer enn lonnsomhet, men de vur-
derte likevel disse faktorene opp mot resultatet
de fikk basert pa modellen som kun tok stilling
til lonnsomhet. Faktorer som forutsigbarhet og
trafikkrisiko er riktignok faktorer som er utfor-
drende & implementere i en matematisk modell.

Czocher (2018) beskriver hvordan man kan
se pa validering som en sammenlikning mellom
et valideringsobjekt og en valideringsstandard,
der objekt er det man validerer, mens standard
er det man sammenlikner med. For eksempel
kan en validering av en matematisk modell
(valideringsobjekt) innebaere en sammenlikning
med den reelle modellen (valideringsstandard),
for a serge for at alle antakelser og variabler ble
inkludert i den matematiske modellen. Hun
papeker at alle fasene i modelleringssyklusen
kan vere valideringsobjekt eller validerings-
standard. Sett i lys av Czochers beskrivelse av
validering ser vi at elevene i var studie stort sett
validerte ved & sammenlikne det reelle resultatet
med den reelle modellen. Selv om elevene ute-
lukkende fokuserte pa lonnsomhet nar de skulle
definere hva som mentes med det «beste» alter-
nativet, sa endret elevene pa denne definisjonen
nér de validerte resultatet. Elevene gikk ogsa til-
bake til den reelle modellen for & undersgke om
svaret de hadde fatt, ga mening sett i forhold
til antakelsene og informasjonen de baserte den
matematiske modellen pa.

Hvordan kan vi dra nytte av dette i fremtidig
matematikkundervisning?

Resultater fra studien tyder pa at det kan veere
hensiktsmessig & jobbe med elevenes forvent-
ninger til matematikkfaget, og utvide den
didaktiske kontrakten som angar elevenes for-
ventninger om hva en matematikkoppgave skal
veere. Det er viktig a papeke at den didaktiske
kontrakten sjelden er uttrykt eksplisitt mellom
lzerer og elever, men at den heller er en underbe-
visst avtale. Som laerer bor man veere seg bevisst
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de forventningene elevene har til leerere, opp-
gaver og faget som helhet. I tillegg kan det vaere
fordelaktig at leereren trygger elevene i en tidlig
fase av modelleringsprosessen, ved a opplyse at
kvalifiserte antakelser kan veie opp for man-
glende informasjon i oppgaveteksten.

Julie (2002) pépeker at det vil vere
hensiktsmessig a arbeide med modellering som
en kompetanse i seg selv, og ikke kun som et
verktoy for & leere andre matematiske temaer.
Dette er pastander som stettes av resultater
fra virt masterarbeid. A gjore elevene bevisst
pé hva modellering er, og pa de ulike stegene
i modelleringssyklusen, tror vi vil vere nyttig.
For eksempel kan man arbeide spesifikt med &
lage og bruke fornuftige antakelser, eller disku-
tere hva som er gyldige matematiske modeller
og gyldige resultater. Om man legger vekt pa
hva modellering er, og snakker om at matema-
tiske modeller kan vere gyldige representasjo-
ner av virkelige situasjoner, vil elevene muligens
bli mer komfortable med a anerkjenne lgsnin-
gene sine som gyldige.

I tillegg indikerer resultatene fra vart mas-
terprosjekt, i likhet med blant annet Blum og
Ferris (2009) studier, at det er hensiktsmessig &
bruke tid pa a utvikle og bruke strategier for a
lgse modelleringsoppgaver. Pa samme méte som
mange leerere og elever har fokusert pé a utvikle
problemlesningsstrategier, kan det veere fornuf-
tig & gjore det samme med tanke pa modelle-
ringsoppgaver. For eksempel kan man bruke
enkle modelleringssykluser for & lose oppgaver,
med konkrete beskrivelser av hva som ma gjores
i hvert steg for & komme frem til en lgsning.
Firestegsmodellen til Blum og Ferri (2009), som
illustrert pa Figur 1, er spesifikt designet for a
bisté elever i handteringen av modelleringsopp-
gaver. Ved a bruke en slik modelleringssyklus
aktivt kan elevene bli seg bevisst sine egne stra-
tegier i arbeid med modellering, og samtidig
utvikle modelleringskompetansen sin.

Oppsummering
Funnene fra masteroppgaven vér tyder pa at
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modelleringsoppgavene bryter med elevenes
forventninger til hva en matematikkoppgave
skal vere. Elevene har de matematiske og
ekstra-matematiske forutsetningene som kreves
for & lase oppgavene, men hindres av sine egne
oppfatninger av hva som er gyldige trinn i en
lgsningsprosess.

Det er tydelig at elevene ikke er vant til &
matte finne og bruke sine egne antakelser, og
de uttrykker eksplisitt at oppgavene bryter
med deres oppfatning av hva en matematikk-
oppgave er. Med modellering som en sentral del
av laereplanen er det viktig a legge til rette for
god undervisning som fremmer modellerings-
kompetanse. Resultater fra masterprosjektet
vart indikerer at det kan veere hensiktsmessig
at leereren er bevisst pa elevenes holdninger til
faget og forseker & utvide den didaktiske kon-
trakten slik at elevene aksepterer og far erfa-
ring med et bredere spekter av oppgaver. Det
kan ogsa virke hensiktsmessig a trygge elevene
i pre-matematiske faser ved a opplyse at kvali-
fiserte antakelser kan veie opp for manglende
informasjon i oppgaveteksten. Vi mener at det
kan vere fordelaktig at elevene jobber med
modellering som en kompetanse i seg selv med
mal om a utvikle egne modelleringsstrategier.

Det er viktig & papeke at det ikke bare er
elever som strever med modelleringsoppgaver.
Mange laerere strever ogsa med slike oppgaver,
og har manglende kunnskaper om béade model-
leringssykluser og -strategier. Solid modelle-
ringskompetanse hos lereren er viktig for a
sikre god og hensiktsmessig undervisning om
modellering.
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Husevik

Matematisk modellering med

pendel

I denne klasseaktiviteten lar jeg elever under-
soke hvilke faktorer som pavirker svingetiden
til en pendel, og gir elevene i oppdrag a reflek-
tere matematisk for & beregne svingetiden pa en
ny pendel. Disse aktiviteter baserer seg pa en
matematisk modell av pendelen som er tilpasset
elevenes forutsetninger.

Matematisk modellering

Matematisk modellering i grunnskolen gir elev-
ene en mulighet til & oppdage og knytte mate-
matisk kunnskap til situasjoner hentet fra en
virkelighet mer eller mindre neer opptil elevens
hverdag. Matematisk modellering har en viktig
plass i LK20 som et av kjerneelementene i mate-
matikkfaget der en modell er beskrevet som:
«En modell i matematikk er en beskrivelse av
virkeligheten i matematisk sprak» (Kunnskaps-
departementet, 2020). En modell av modelle-
ring (en modelleringsmodell) av Niss og Blum
(2020), vist i Figur 1, viser at en ser pa model-
lering som en prosess som knytter sammen to
ofte tilsynelatende ikke-overlappende omrader.
Det matematiske domenet, og det utenformate-
matiske domenet.

Mikael Husevik
Foldnes skule
mikaelhusevik@gmail.com
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Nér det dukker opp et problem fra virke-
ligheten vil dette kunne analyseres, antakelser
blir gjort, tegninger kan tegnes og forenklinger
gjores for at problemet kan bli overkommelig
matematisk. Situasjonen blir altsd oversatt til
matematisk sprak og symboler. Her kan elev-
ene bruke det de har av tidligere kunnskap om
matematikk for & lose det forenklede problemet.
Nér de matematiske utregningene er gjort blir
svaret og konklusjonene «av-matematisert» og
tolket pa nytt i det utenformatematiske dome-
net. Stemmer lgsningen med det utenformate-
matiske domenet, i dette tilfellet fysikkfaget?
Kan modellen besvare spersmal fra virkelighe-
ten? Stegene gjentas s for & fa en modell som
tar hensyn til sa mye relevant som mulig fra vir-
keligheten. En modell vil aldri bli perfekt, og
dette er godt illustrert i sitatet fra George Box
(1987): «Essentially, all models are wrong, but
some are useful.»

Svingetiden til en pendel

Uten & ga for mye i detaljer, kan man si at svin-
getiden til en pendel pavirkes av lengden til pen-
delen. En pendel er et legeme festet til en snor
og som kan svinge fritt. For en neyere gjen-
nomgang av teorien bak pendelens svingetid
anbefaler jeg naermeste fysikkbok. Selv brukte
jeg «Physics for scientists and engineers with
modern physics» av Serway og Jewett (2018).
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Figur 1: Modelleringssyklus av Niss og Blum (2020) oversatt til norsk av forfatteren..

Formelen som viser sammenhengen mellom
tyngdekraftkonstanten g, tradlengde L og svin-
getiden T ser slik ut:

Forberedelser til undervisningsopplegget
For a gjore modelleringsprosessen s stromlin-
jeformet som mulig for elevene hadde jeg gjort
mesteparten klart pa forhdnd. Halvparten av
pultene var satt sidelengs og jeg festet en knap-
pendl til et stolben for at elevene enkelt kunne
gjennomfere pendelforsoket. Jeg hadde ogsa
forberedt bade pendler med ulik lengde og vekt
i form av trader med binders og sma smykkebe-
holdere fylt med sand, salt eller ingenting som
vist i Figur 2. Elevene hadde ogsa fatt hver sin
gruppe pé forhand og hver gruppe hadde hvert
sitt A3 ark vist i Figur 3 som de skulle notere pa.
Jeg skrev navnene til deltakerne pa gruppene for
elevene kom inn i klasserommet slik at elevene
raskt fant ut hvor de skulle vere. Figur 4 viser
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Figur 2: Ulikt utstyr forberedt pa forhand. Like pendler
med ulik vekt, og fargekodede trader med ulik lengde.

hvordan utstyret ser ut nar elevene svinger pa
pendler og tar tiden.

Undervisningsopplegget

Undervisningsopplegget ble gjennomfort med
en elevgruppe pa 7. trinn. Det kan gjerne til-
passes til & bli brukt pa hele mellomtrinnet og
ungdomstrinnet. Elevene kom inn i klasserom-
met og fant sine egne plasser og viste nysgjer-
righet til opplegget for timen. Jeg hadde sa en
kort presentasjon for & vise hva elevene skulle
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Figur 3: Ark skrevet ut i A3-format og som elevene
noterte pa underveis.

gjore. Elevene skulle fylle ut tabellen ved a gjore
malinger med pendler. Jeg viste til elevene at de
matte ha kort utslag pa pendelen, at de skulle
slippe og sa telle 10 perioder for de stoppet
tiden, og at de videre matte prove ut alle kom-
binasjoner av lengde og vekt.

Elevene fikk to oppgaver denne gkten:

1. Undersgk hvilke faktorer som pavirker
svingetiden til en pendel

2. Bruk mélingene til & beregne tiden til en ny
pendel fra leerer

Elevene skulle altsd matematisk modellere
svingetiden til en pendel der arket fungerer
som en del av den innledende matematiserin-
gen, se Figur 1 pa venstre side i modellerings-
syklusen. Elevene gikk s& i gang med & hente
utstyr. De brukte egne telefoner til a gjennom-
fore tidtaking. Tidtakingen kunne ogsa blitt
gjort pa elevenes egen chromebook eller med
stoppeklokke. Nar elevene var ferdige med a ta
malinger brukte de egne data til & utforske hvor
lang svingetiden vil veere pa en pendel som ble
presentert i fellesskap til elevene. Den hadde en
lengde pa 80cm med vekt pa 40g. For 4 unnga
ordet hypotese som elevene ikke enna er vant
med, valgte jeg & bruke ordet gjetting i klassen.

Elevenes arbeid og mine refleksjoner
Elevene fikk velge navn til gruppene selv for
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Figur 4: Elever svinger pendler.

a bevare anonymiteten. Nesten alle gruppene
hadde gjennomfert alle malingene de trengte
innen 20 minutter. Alle elevene kom fram til
konklusjonen at vekten ikke hadde noe a si for
svingetiden. Gruppen Pendl testet dette ved &
sette to like lange pendler ved siden av hver-
andre med ulik vekt, og observerte at de hadde
lik svingetid.

Det var usikkert pa forhdnd om elevene kom
til & ha tid til & gjennomfere alle malingene, og
om dette kom til 4 bli gjennomfert pa en noy-
aktig nok mate. Dette viste seg & ikke vere noe
problem, noe jeg antar kommer av godt for-
arbeid. Elevene viste at de raskt skjonte hvor-
dan man skulle fylle inn tabellen og ta tiden
pé pendelen. I tillegg var lengdene pé snorene
og vekten pé pendlene godt merket, slik at det
dukket opp sveert fa spersmédl om hva elevene
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Figur 5: Data fra gruppa JA og Jim.

skulle gjore. Med malingene hadde gruppene
altsd matematisert pendelsvingen. De utfylte
tabellene er en matematisk beskrivelse av noe
i virkeligheten, alts& det matematiske domenet
M fra Figur 1. Elevene hadde dermed en mate-
matisk modell de kunne bruke for a finne et
matematisk svar pa andre spersmal.
Variasjonene i de ulike resultatene elev-
ene fikk, samt variasjon fra forventet teoretisk
resultat, kan skyldes ungyaktighet nar jeg laget
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utstyret. Utstyret ble laget ved & bruke linjal for
a knyte trad til binders. Jeg ville valgt en tyn-
nere trad og veert mer neyaktig i malingene
om jeg skulle gjennomfort opplegget pa nytt.
Tiden samsvarer heller ikke helt med det en skal
kunne forvente matematisk. Eksempel er leng-
den pé 40 cm som burde hatt en svingetid pé
12,7 sekunder pa 10 perioder. Et gjennomsnitt
av et utvalg av elevenes resultatene i Figur 5 gir
en svingetid pa 12,39 sekunder, som tilsier at
lengden pa pendelen kan veere naermere 38 cm.
Dette forte nok til at elevene ikke like lett kunne
se ut fra tabellen at svingetiden til pendelen pé
40cm var dobbelt sa mye som svingetiden til
pendelen pa 10 cm. Likevel kan malingen svakt
indikere at gkningen av svingetiden minket litt
hver gang at snoren ble 10 cm lengre.

Til & finne svar pa det andre spersmalet, altsa
a beregne tiden til en pendel pa 80cm, brukte
alle gruppene sin tabell. Som man kan se i
Figur 6 faller gjettingene inn i to grove kate-
gorier. Ikke-linearisering pa ca 16-17 sekunder,
og linearisering omtrent 25 sekunder. Figur 7
viser begrunnelsene for den siste kategorien,
altsa en linearisering fordi de gjor en dobling
av resultater fra 40 cm.

Gruppen Kevin derimot forklarte at for
4 beregne pendelen pa 80 cm og 40 g la de
sammen resultatene som de hadde for & oppnd
den enskede lengden og vekten. Jeg synes det er
interessant at de som hadde gjettingen innenfor
lineariseringskategorien ikke brukte sine andre
data til & forseke 4 falsifisere denne strategien.
Om elevene tenker at det er en generalitet at
dobling av lengde forer til dobling av svingetid
kunne de ha falsifisert det gjennom & se pa egne
data gjennom a observere at svingetiden til pen-
delen pa 40 cm dpenbart ikke er dobbelt s lang
som svingetiden til pendelen pa 20 cm.

De andre gruppene viste ingen god forkla-
ring pa hvordan de kom fram til sin gjetting,
med unntak av gruppen HC som skrev: «16:30
fordi jeg tenkte fordi nar vi dobler 20 cm og
10 g» men ingen forklaring pa hvorfor. Pendl
beskrev muntlig at de la merke til at forskjel-
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Ostgard: 16.24 sekunder
Pendl: 16.27 sekunder
HC: 16:30 sekunder
XOXOGG: 16.34 sekunder
JA: 17.87 sekunder

MPG: 23.86 sekunder
Jim: 24.70 sekunder

Eple 25.40 sekunder
Kevin: 28.64 sekunder

Figur 6: Alle gjettinger
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Figur 7: Begrunnelse gjetting Jim.

len mellom malingene okte, og gjettet derfor
ut fra dette. Noen grupper forsgkte a henge to
40cm pendler pa hverandre for & méle pa denne
maten, men jeg oppfordret dem til a forseke a
bruke tabell sin til a gjore en matematisk bereg-
ning istedenfor. Det var en anmodning for a
jobbe innen matematiske omradet, se Figur 1
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pé venstre siden. Likevel er det ikke umulig at
noen grupper klarte & gjennomfere en valide-
ring i det utenformatematiske domenet uten at
jeg la merke til det. Med sine svar hadde elevene
altsd gatt gjennom hele modelleringssyklusen.

Dette var mitt forste mote med modellering
i et klasserom der elevene skulle gjennomfere et
relativt apent opplegg, og jeg er glad for at gkten
gikk sa bra og at elevene ogsd i etterkant har gitt
uttrykk for at de fremdeles husker resultatet og
leerdommen de tok fra modelleringen.

Jeg er ogsd overbevist om at noe som gjorde
at opplegget fungerte sa bra var godt forarbeid
i form av noye utvalgte gruppesammensetnin-
ger, minimalistisk skjema, tydelig forklaring og
presentasjon i starten av timen og at trader og
vekter var laget klar pa forhand og fargekodet
for at elevene enkelt kunne gjennomfore malin-
gene. Det var en morsom okt & gjennomfore
med elevene, og anbefales pé det sterkeste!
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Elefanten i klasserommet

Ei modelleringsoppgéave som kan provast ut pa
for eksempel 4. trinn er formulert slik: Har vi
plass til ein elefant i klasserommet?

I arbeidet med denne oppgéva kan det vere
nyttig a ha nokre meterstokkar med lengd 2 m,
linjalar, bildet i figur 1 og informasjon om at
elefanten heilt til hegre pa bildet er omtrent
3 meter hog.

Ut i fra bildet i figur 1 kan elevane ansla
hogda og breidda til dei ulike elefantane. Denne
hogda og breidda gir ei forestilling av elefan-
ten, som ein kan oppfatte som ein modell. Ved
hjelp av meterstokken kan elevane finne ut kor
hogt klasserommet er, og hogd og breidd av dor-
opninga. Nér elevane har gjort vurderingar og
kan svare pa spersmalet, mé dei grunngje svaret
ved & gjere greie for forenklingar dei har gjort,
og kva dei har tatt utgangspunkt i for a kome
fram til svaret sitt. I denne modellen er det for
eksempel berre hogda og breidda til elefanten
som er relevant. Medan andre eigenskapar som
gra hud, snabel eller stoyttenner, er irrelevant.

Som hjelp nar elevane sjolve skal vurdere
loysinga si, kan dei lage ein annan modell, for
eksempel ein modell av berre hovudet til elefan-
ten i malestokk 1:1, for fa hjelp til a sja fore seg
kor stor elefanten verkeleg er (for eksempel som
i figur 2). Denne pappmodellen er da ein fysisk
representasjon av det dei har kome fram til i
utrekningane dei har gjort, og samtidig er den
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Figur 1: Ein familie afrikanske elefantar.

ein delvis 3-dimensjonal matematisk modell til
forstaing av ekte storrelsar av vaksne elefantar.
Det er vel heller sjeldan at ein far besok av
elefantar i norske klasserom, sa dette ma ein
forsta som ein konstruert kontekst. Som lerar
kan ein heller foresla gjestar som er meir kjente
for elevane. Er det mogleg at ein elg, hjort, rein
eller ponni kan kome inn i klasserommet?

>

Figur 2: Elefanthovud i papp. Bildet er henta fra

Llantarnam Grange - Arts Centre, lgac.org.uk
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DEKOM Treondelag - God undervisnings-
og vurderingspraksis etter LK20

Astrid Bonde og Kjersti Pleym Spigset

De to siste arene har ungdomstrinnslarere i
Trondelag fatt tilbud om & delta i et fellestiltak
om god undervisnings- og vurderingspraksis.
Malet er at leerere skal utvikle en god leereplan-
forstéelse, og at de skal kunne gjennomfere vur-
dering som er i trad med intensjonene i forskrift
og lereplan. Tiltaket tar utgangspunkt i fagene
norsk, matematikk og engelsk, men kan ogsa
bidra til en mer generell forstaelse av kompetan-
sebegrepet i LK20 og vurdering etter laereplaner
i andre fag. Det er ogsd et mal at skolene som
deltar skal utvikle sitt tolkningsfellesskap knyt-
tet til leereplanforstaelse og vurderingspraksis;
béade internt pa skolene og mellom skoler. Til-
taket bestar av fem fagsamlinger (tre fysiske og
to digitale) fordelt pa tre semestre. Innholdet pa
de ulike samlingene belyser liknende problem-
stillinger bade i engelsk, matematikk og norsk.
Planlegging og gjennomfering av fagsamlingene
er lagt til henholdsvis Fremmedspraksenteret,
Matematikksenteret og Skrivesenteret.

Bakgrunn for tiltaket

Hosten 2020 ble nytt leereplanverk for grunn-
oppleeringen innfert. Evalueringen av LK06
viste at implementeringsarbeidet tok tid, og at
det var behov for stotte i et slikt arbeid. Paral-
lelt med innferingen av nytt laereplanverk ble
vurderingsforskriften endret, og det ble gjort
et storre fornyingsarbeid pa eksamensomradet
med hensyn til oppgavetyper og evrige rammer
for eksamen. Dette medferte et behov for stotte
i vurderingsarbeidet - béde underveis- og
sluttvurdering.

Vurdering er utfordrende
Overordnet del av leereplanen sier at «vurde-
ringen av elevenes faglige kompetanse skal gi et
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bilde av hva elevene kan, men et sentralt formal
med vurderingen, er ogsé a fremme lering og
utvikling. God vurdering, der forventningene
er tydelige og eleven deltar og blir hert under-
veis i laeringsarbeidet, er en nokkel til a tilpasse
undervisningen» (KD, 2017). Samtidig vet vi at
elevvurdering er utfordrende for mange leerere.
Elever er prisgitt leerernes tolking av kompetan-
semal og vurderingsforskrift (Brookhart et al.,
2016). Det finnes per i dag ingen nasjonale vur-
deringsverktoy for leerere. Derfor er leerere nedt
til, pa egen hand, & utvikle forstaelse for hvor-
dan lereplanen kan operasjonaliseres til god
undervisnings- og vurderingspraksis. Dette, og
et trolig fraveer av tolkningsfelleskap mellom
leerere, gjor utviklingsarbeid innen laereplan-
forstaelse og vurderingskompetanse viktig.

I sluttvurderingen skal leerere vurdere elev-
enes kompetanse ved avslutningen av oppla-
ringen. Mens eksamen ofte diskuteres, og det
finnes spesielle skoleringsordninger for senso-
rer, forventes leerere & handtere standpunktvur-
deringen uten ekstra stotte. En rapport (Bjorns-
son & Skar, 2021) viste et fraveer av tolkningsfel-
leskap mellom sensorer i norsk. Det er rimelig
4 anta at om leerere ikke er enige om vurdering
ved sensur av eksamen, sa vil de heller ikke vere
det ndr det kommer til den mer omfattende
standpunktvurderingen.

Nar laereren fastsetter standpunktkarakte-
ren, skal kompetansen eleven har vist i lopet av
opplaeringen vare en del av grunnlaget for vur-
deringen. Elevens kompetanse og progresjon i
faget vises gjennom den lgpende underveisvur-
deringen, og underveisvurderingen bidrar til &
fremme laering og leerelyst. Kompetanse eleven
viser underveis er en del av vurderingsgrunnla-
get laereren har, og leereren ma vurdere i hvilken
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grad kompetanse vist underveis, gir relevant
informasjon om kompetansen til eleven ved
avslutningen av oppleringen (Utdanningsdi-
rektoratet, 2022).

Samlingene i matematikk

Leaerere fra 49 skoler i Trondelag har deltatt i
fellestiltaket om god undervisnings- og vur-
deringspraksis. I tillegg har lerere fra vok-
senoppleering samt representanter fra PPT,
kommuneledelse og fylkeskommune deltatt. I
planleggingen av samlingene tok vi utgangs-
punkt i at undervisning og vurdering er to
sider av samme sak. Et gjennomgéende tema
pa samlingene var god undervisningspraksis i
matematikk, og hvordan vurdering kan bidra
til leering og a fremme leerelyst. I arbeidet med
ulike aktiviteter modellerte vi laererens rolle,
mens deltakerne inntok elevrollen. I etterkant
droftet vi begge rollene i lys av god undervis-
ningspraksis etter LK20. Deltakerne fikk erfa-
ringer med & vurdere egen arbeidsprosess, egne
lpsninger, deltagelse i gruppearbeid og reelle
elevlgsninger pa utvalgte oppgaver. Vi intro-
duserte samtaletrekk (Waege, 2015) som verk-
toy for & lede en mélretta matematisk samtale,
og utviklingspil (Liljedahl, 2023) for & vurdere
kompetanse innen kjerneelementene. Var erfa-
ring fra andre prosjekt er at leerere synes det er
utfordrende & vurdere kompetanse, og at de i
hovedsak konsentrerer vurderingen rundt kjer-
neelementet Matematiske kunnskapsomrdder.
For oss ble derfor valg av aktiviteter viktig for a
fa mer fokus pa de andre kjerneelementene og
kompetansebegrepet i LK20.

Alle oppgavene startet med at deltakerne
matte innta elevrollen og lose den valgte opp-
gaven, for vi hadde en oppsummering av deres
tanker og losningsmetoder. Hensikten var 4 leere
mer om vurdering av kompetanse ut fra elev-
enes arbeid (oftest i grupper), a kunne forutse
elevsvar som forberedelse til undervisning og
formativ vurdering, og hvordan stotte elevene
med sporsmal og/eller hint undervegs i arbeidet.

Matematikksenteret

Vi diskuterte deretter leererens rolle, hvordan
forberedelse, tilrettelegging og gjennomfering
bidrar til at elevene far vist sin kompetanse.

Eksempel 1: Matematisk kompetanse

Malet var at deltakerne skulle fa et innblikk i
hva som kjennetegner matematisk kompetanse.
Utgangspunktet i dette arbeidet var en oppgave
fra eksempel pa eksamen etter 10. trinn, januar
2022.

Oppgave 7

Suden 70718 haw pant pd plastfiasker vaert 2 i for smi Nasker 09 3 r for store

Hyvor mange smi of siore plasilasker panbet AK7?

A har pantel flasier for 109 kr

Til sprmsevi it ban 51 Tk

Figur 1: Eksempeloppgave eksamen i matematikk 10.
trinn (januar, 2022).

Teksten om undervegsvurdering etter 8.
trinn sier at:

Elevene viser og utvikler ogsa kompetanse
nér de utforsker i praktiske sammenhenger
og oversetter mellom representasjonsformer
i problemlpsing og modellering. Videre viser
og utvikler de kompetanse i matematikk
ndr de resonnerer over og argumenterer for
framgangsmater og lesninger. (KD, 2019).

Etter 4 ha arbeidet med oppgaven ble deltakerne
presentert for reelle elevsvar og diskuterte i
grupper: Hvilken matematisk kompetanse viser
elevbesvarelsene? Hvilken framovermelding vil
dere gi elevene? Hvilken matematisk kompe-
tanse onsker du at elevene skal sitte igjen med
etter 10 ars oppleering? Hvordan vil du under-
vise for & oppné dette?

Eksempel 2: Resonnering og argumentasjon
Malet var fa en dypere innsikt i hva som ligger i
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kjerneelementet resonnering og argumentasjon
og hvilken betydning det vil fa for vurderings-
arbeidet i faget.

Teksten om fagets relevans og sentrale ver-
dier i matematikk sier at:

Kritisk tenkning i matematikk omfatter kri-
tisk vurdering av resonnementer og argu-
menter og kan ruste elevene til 4 gjore egne
valg og ta stilling til viktige spersmal i sitt
eget liv og i samfunnet (KD, 2019).

Utgangspunkt for arbeidet var en oppgave
utviklet av Matematikksenteret.

Tl by e o 1 I

indeekait |
(B} mariorTt

Figur 2: Oppgaven er utarbeidet av Matematikksenteret.

Etter & ha arbeidet med oppgaven og sett pa
reelle elevsvar diskuterte deltakerne i grupper:
Hva kjennetegner gode resonnement? Hva kjen-
netegner gode argumenter? Hva ma vi vektlegge
i undervisningen for at elevene skal bli bedre til
a resonnere og argumentere for losningene sine?

Eksempel 3: Vurdering av samarbeid
Malet var a fa innsikt i hvordan samarbeid
bidrar til inkludering bdde i undervisning og
vurdering i matematikk.

Under punkt 2.1 Sosial leering og utvikling i
Overordnet del star det:

A leere a lytte til andre og samtidig argumen-
tere for egne syn gir elevene et grunnlag for
a héndtere uenighet og konflikter, og for a
soke losninger i fellesskap. Alle skal lere &
samarbeide, fungere sammen med andre og
utvikle evne til medbestemmelse og medan-
svar (KD, 2017).
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Utgangspunktet for arbeidet var oppgaven Sjo-
roverens diamant (etter idé fra Liljedahl, 2023,
5. 232):

41 sjorevere avsluttet et tokt og hadde fordelt
gullet mellom seg. Det eneste som gjenstod
var & bestemme hvem som skulle fa den store
diamanten. Kapteinen pekte ut hvem som
skulle starte (nr. 1). Denne sjoroveren sendte
bort nr. 2, nr. 3 sendte bort nr. 4 osv ... Slik
fortsatte det med at annenhver forsvant helt
til det stod igjen én sjerever som ble eier av
diamanten. P4 hvilken plass ma kapteinen
stille seg for at han skal veere sikker pa a ende
opp med diamanten?

——
Fa
¥

Figur 3: Leerere arbeider med Sjoreverens diamant.

Etter a ha arbeidet med oppgaven disku-
terte vi i fellesskap hva som kjennetegner godt
samarbeid. Vi sammenfattet dette og lagde
en utviklingspil, som deltagerne brukte som
utgangspunkt for egenvurdering av samarbei-
det i gruppa.

SAMARBEID

1. Holder pd med andre ting 1. Lytter till hverandre.
mens noen pi gruppa
snakker
2.Alle pi gruppa deltar of
2. Melder seg ut av arbeidet bidrar.

3. Overstyrer andre pd gruppa
PRETUR 3.Tar ansvar for at andre

skjgnner hva du mener.

Figur 4: Utviklingspil for samarbeid.
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Eksempel 4: Generalisering

Eksempel 5: Modellering

Mialet var 4 gve pa & beskrive matematisk kom-
petanse i generalisering, i arbeid med en kon-
kret aktivitet.
Teksten om underveisvurdering etter 10.
trinn sier at:
Elevene viser og utvikler ogsa kompetanse
nér de utforsker og generaliserer matema-
tiske ssmmenhenger og strukturer gjennom
algebra og hensiktsmessige representasjoner.
[...] Videre viser og utvikler de kompetanse i
matematikk nar de resonnerer over og argu-
menterer for sine egne og andres framgangs-
mater og lesninger. (KD, 2019).

Utgangspunkt for arbeidet er oppgaven Strand-
hytter, hentet fra MatteLIST (mattelist.no/572).

Her e tre strandhylies,
Se pa dem, og noter deg det du legger merie til

Figur 5: Strandhytter (mattelist.no/572)

Etter & ha arbeidet med oppgaven tok del-
takerne utgangspunkt i eget arbeid (i grupper)
og beskrev kompetanse i generalisering. Til
hjelp med & komme i gang, fikk de tre eksem-
pelsetninger som de kunne endre og/eller bygge
videre pa:

Eleven generaliserer enkelte sammenhenger
i geometriske monster og tallmenster, og eleven
er god til @ kommunisere sammenhengene hen
finner.

Eleven har vist god kompetanse i d finne,
beskrive og uttrykke sammenhenger rekursivt,
altsa bygge pa forrige, og kan uttrykke noen sam-
menhenger eksplisitt.

Eleven bruker gjett og sjekk som tilnerming
til generalisering, altsd at eleven prover seg fram
med tall og regneoperasjoner for a lage en regel
som passer situasjonen.

Matematikksenteret

Malet var a fa innsikt i hva som kjennetegner
matematisk modellering og diskutere hvordan
kompetanse i matematisk modellering kan vur-
deres. Teksten om underveisvurdering etter 10.
trinn sier at:
Laereren skal legge til rette for elevmed-
virkning og stimulere til leerelyst ved at elev-
ene far utforske matematikk og lese mate-
matiske problemer gjennom 4 veere kreative,
modellere og reflektere (KD, 2019).

Utgangspunktet for arbeidet var oppgaven
Rundballer (Borromeo Ferri, 2018, s. 14)

Hwor hay er stabelen med rundballer?

Figur 6: Rundballoppgaven.

Etter & ha arbeidet med oppgaven og dis-
kutert hva som ligger i begrepet matematisk
modellering, dreftet vi en modell for matema-
tisk modellering (Maaf3, 2006), se Figur 7. Der-
etter vurderte deltagerne egen modellerings-
kompetanse fra arbeidet med rundballoppgaven
ut fra felgende spersmal:

- Huva gjorde dere nar dere arbeidet med
rundballoppgaven?

- Ga gjennom punkt for punkt (1-6) og kom
med konkrete eksempler.

— Vurder det dere gjorde (bade som gruppe
og enkeltindivider).

Forstd oppgaven

Forenkle og strukturere oppgaven
Matematisere

Arbeide matematisk

Tolke

Validere/reflektere

S U1 R O ol
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__Matematisere

Virkelig modell —*  Matematisk modell
{situasjonsmodell) |
@ ;
Virkelig §
problem

"‘i\,ﬁ%
. Matematisk
Tolke Igsningen - Yainiog

Virkeligheten Matematikk

Figur 7: MaalB3 (2006) sin modell for matematisk
modellering.

Eksempel 6: Leerings- og
vurderingsmuligheter i oppgaver

Malet var a diskutere leerings- og vurderingspo-
tensial i ulike oppgaver.

Matematisk kompetanse innebzerer mye mer
enn a huske fakta og kunne folge en bestemt
algoritme eller prosedyre. Skal elevene fa mulig-
het til & utvikle en helhetlig matematisk kom-
petanse kan de ikke bare arbeide med oppgaver
som stiller lave kognitive krav (Valenta, 2016).

Under punkt 2.2 «Kompetanse i fagene» i
overordnet del star det:

«Skolen skal gi rom for dybdelering slik at
elevene utvikler forstaelse av sentrale ele-
menter og sammenhenger innenfor et fag, og
slik at de leerer & bruke faglige kunnskaper og
ferdigheter i kjente og ukjente sammenhen-
ger» (KD, 2017).

En av oppgavene vi brukte var oppgave 16.11
fra Matemagisk 9 (Kongsnes & Wallace, 2020,
s. 192), se Figur 8.

Etter & ha lost oppgaven diskuterte delta-
kerne folgende sporsmal i grupper:

Hvilken kompetanse har elevene mulighet
til & vise ved & lose denne oppgaven? Hvilke
endringer kan gjores i oppgaveformuleringen
for at elevene skal fa mulighet til & vise en storre
bredde av sin kompetanse?
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OPPGAVE

3

BOm

A &0 m E

a Hvaef lengden av linjestykket AC7
b Hva er radien | halsirkelen?

€ Hva er omkretéen av figuren?
d Hva erafealet av figuren?

Figur 8: Oppgave fra Matemagisk 9.

Oppsummering

Eksemplene pé innhold er hentet fra fellestil-
takets forste pulje (2022-2023). Hosten 2024
starter tiltaket opp igjen med en ny pulje i
Trendelag. Her skal nye skoler og lerere delta.
Leererne som deltok i pulje 1 har jevnt over
kommet med gode tilbakemeldinger pa faginn-
holdet. De har ogsa loftet frem nytten av & motes
pa tvers av skoler og kommuner for a diskutere
praksis knyttet bade til vurdering og undervis-
ning. At tiltaket har inkludert tre fag (matema-
tikk, norsk og engelsk) trekker ogsa lererne
fram som positivt. Det har medfert at skolens
vurderingspraksis har blitt satt pa dagsorden,
og at kollegiet har diskutert vurdering bade i
fag og overordnet.
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Vi sgker bidrag til
Novemberkonferansen

Novemberkonferansen er den storste drlige konferansen for matematikkleerere i Norge. Temaet i
2024 er «A undervise gjennom problemlosing». Har du lyst til 4 dele kunnskap, erfaring, forskning
eller eksempler fra praksis om temaet? Send oss ditt bidrag

Problemlgsning handler om & lgse et problem hvor elevene ikke kan bruke en lgsningsmetode
de kjenner fra for. Elevene mé utvikle nye metoder og bruke kunnskapen sin i nye sitasjoner. Pro-
blemlosning er et av kjerneelementene i matematikk, og er en viktig del av elevenes matematiske
kompetanse.

Leererens rolle er sveert viktig i en undervisning som vektlegger problemlosning. Leereren ma
velge gode problemlesningsoppgaver, stille gode spersmal, vurdere, utfordre og stotte elevene
i problemlesningsprosessen.

Har du kunnskap, erfaring, praksiseksempler eller forskning knyttet til temaet, som du vil for-
midle til andre? Aktuelle tema kan veere:

- Hvordan lede elevene mot leeringsmalet?

- Hvordan ivareta og bygge pé elevenes tenking?

- Hyvilke grep kan laereren gjore for & oke elevaktiviteten?
- Hva kan veere god underveisvurdering?
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Vi ber om bidrag til verksted pa 80 minutter der tiden hovedsakelig benyttes til en aktivitet, eller

en kombinasjon av presentasjon (maks 15-20 minutter), aktivitet og diskusjon. Vi legger vekt pa

at verkstedene ma veere aktivitets- og/eller diskusjonsbaserte. Rene foredrag vil ikke bli prioritert.
Verkstedene skal knyttes opp mot konkrete leeringskontekster og matematiske temaer. I forste

omgang gnsker vi:

- Forslag til tittel pa verkstedet

- Kort presentasjon av verkstedsholder med bilde

— En kort beskrivelse av verkstedet (ca. 200-300 ord)

- Presisering av malgruppe (smatrinn, mellomtrinn, ungdomstrinn, videregaende, alle)

- Maks antall deltakere

Alle som skal holde verksted ma veere forberedt pa a gjennomfore verkstedet to ganger i lopet av
konferansen. Dette for at sa mange som mulig skal fi mulighet til a delta pa det de ensker.

Novemberkonferansen 2024 arrangeres 19.-20. november pa Scandic Lerkendal, Trondheim.
Pameldingen dpner 20. august.

Vi betaler ikke honorar, men dekker konferanseavgift, reise og opphold for de som far sitt bidrag
antatt.

Send inn ditt forslag til konferanse@matematikksenteret.no innen 15. mai 2024. Vi gir tilbake-
melding innen 22. mai.

v

NOVEMBERKONFERANSEN

2024 Iﬁ« UNDERVISE GJENNOM PROBLEML@SING
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Ledergruppen

har ordet

Kjeere LAMIS-medlemmer!

Tiden flyr, og nar denne utga-
ven av Tangenten nar dere, er det
to maneder igjen til sommerfe-
rien.

Unge Abel konkurransen er
nd avsluttet etter gjennomfort
semifinale og finale. Finalen gikk
av stabelen 17.-18. april 2024, Du
kan lese mer om arrangementet
og vinnerne pa var hjemmeside.

| januar hadde vi en spennende
og engasjerende lokallagssam-
ling i Oslo. Mange av lokallagene
var representert, og vi ensket
ekstra velkommen til deltakere
fra to ferske lokallag. Disse er i
ferd med a etablere seg i Romsdal
og i Telemark. Samlingen bed pa
faglig pafyll, med argumentasjon
og problemlgsning som tema. Det
var ogsa gode gkter med verdifull
erfaringsutveksling mellom lokal-
lagene. Representantene fikk ta
med seg plakater og spillhefter
tilbake til lokallaget sitt. Og vi er
nd i gang med & jobbe fram flere
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ressurser. Det bare & glede seg!
Dere kan lese mer om lokallags-
samlingen pa side 77.
Sentralstyret i LAMIS er for-
ngyde med at vi har sendt ut
nyhetsbrev med det utforskende
verktgyet som inneholder bade
plakat og nettressurs til alle vare
medlemmer. Vi hdper mange av
dere allerede har tatt det i bruk. Vi
tar gjerne imot tilbakemeldinger
pa hvordan dere har brukt det i
undervisningen, eventuelt om
dere har droftet det med leerer-
kollegaer eller andre. Det er en
dynamisk ressurs, og vi gnsker &
justere det ut fra hvilke erfarin-
ger som gjores. Plakatene kan
lastes ned, eller de kan bestilles
pa post@lamis.no. Da tar vi en
pris pa kr 10 pr. plakat + porto/
emballasje (170 kr). Minimums-
bestillingen er fem plakater.
Sentralstyret og sommerkonfe-
ransekomiteen gleder oss til arets
sommerkonferanse i Alesund.
Programmet er klart, og i denne

utgaven av Tangenten far dere
smakebiter fra dette pa side 80.
Det er lagt opp til et faglig, vari-
ert og spennende program som
har som mal & tenne en gnist hos
deltakerne. Dere vil mate andre
engasjerte matematikkleerere og
delta i matematiske refleksjoner
og samtaler, og ikke minst — ha
det goy sammen!

Pameldingen vil veere apen
ved mottak av dette bladet — all
informasjon vil ligge pa www.
lamis.no. Vi gleder oss til som-
merens hgydepunkt, og haper at
vi sees i Alesund 09.-11. august
2024. Vi anbefaler dere ogsa a
folge LAMIS pa Facebook - der
blir det lagt ut informasjon jevnlig.
Meld deg pa og tips kollegaer om
konferansen.

Vi minner til slutt om viktighe-
ten av oppdatert kontaktinforma-
sjon, slik at nyhetsbrevet som blir
sendt ut kommer fram til dere.

Hilsen Inger-Lise, Mona og
Renate
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Lokallagssamling
til nytte og glede

v/ sentralstyremedlem Hege-Lisbeth Johansen

Sentralstyret i LAMIS arrangerte
27.-28. januar lokallagssamling
i Oslo der 25 matematikkentu-
siaster fra sentralstyret og vare
lokallag mettes for faglig pafyll,
idémyldring og sosialt lag.
Anne-Gunn Svorkmo startet
samlingen med et flott innlegg
om «Vurdering av matematisk
kompetanse». Vi fikk her blant
annet prove oss pd en eksa-
mensoppgave pa vertikale tavler
der argumentasjon var sentralt.
Argumentasjon i LK20 handler
om at elevene grunngir frem-
gangsmater, resonnement, og
lasninger og beviser at disse er
gyldige. Svorkmo skilte mellom
ufullstendige og holdbare argu-
menter, men ogsa tre nivaer for
matematisk argumentasjon. Vi
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fikk teste i tilfeldige grupper pa tre
og jobbet pa vertikale tavler, der
vi diskuterte kvaliteter ved argu-
mentasjon pa de ulike nivaene.
Svorkmo viste oss eksempler
pa elevsvar. Pa laveste niva sa
vi at elevene kunne gjenta en
pastand, referere til leerer eller
vise tegninger, figurer eller regne-
stykker som bevis. Pa nivaet over

valgte elevene gjerne a vise til
eksempler for & jobbe mot gene-
ralisering eller bruke et generisk
eksempel for & fremme det som
er generelt (hva skjer og hvorfor).
Det hoyeste nivaet av argumenta-
sjon bygget blant annet videre pa
gyldige pastander, brukte logisk
sprék eller brukte variabler, repre-
sentasjoner og uttrykksformer for
a generalisere flere eksempler.
Leererens rolle i elevenes
utvikling av argumentasjons-
kompetanse ble ogsd leftet.
Svorkmo viste til at leererens
valg av oppgaver, rolle underveis
i oppgavelgsningen og evne til
gode tilbakemeldinger er sen-
tralt. Leererens rolle kan veere &
utvide oppgavesituasjonen, veere
tvilende og sperrende og forseke
a tette hull i argumentasjonen til
elevene. Det ma etterstrebes a gi
tilbakemeldinger pa riktig tids-
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punkt, som handler om malet for
arbeidet og som bidrar til mest-
ring og motivasjon.

Svorkmo engasjerte delta-
gerne i to gode okter der vurde-
ringsformer og undervisnings-
mater ble sett i sammenheng. Et
tankekors var hvor mye tid leerer
bruker pa tilbakemelding i forhold
til hvor lite tid elevene far jobbe
med og bearbeide tilbakemeldin-
gene.

Mona, Morten og Renate fra
sentralstyret hadde deretter en
gkt om elevrollen og leererrollen
i utforskende arbeid. De presen-
terte en plakat med tilherende
digital ressurs som LAMIS har
utviklet og som medlemmer
mottok i nyhetsbrevet som ble
sendt ut i februar. Laeringspla-
katen viser elev- og leererrollen i
utforskende arbeid, og den digi-
tale ressursen for leereren har
med forklaringer for hvert steg i
prosessen. Ressursen inneholder
ogsa en oppgavebank, forslag til
arbeidsmetoder og artikler om
temaet.
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| gkten fikk vi veere i elevrollen
gjennom en okt med en konkret
problemlgsningsoppgave. Dette
gjorde alle med stor begeistring
og smittende engasjement. Opp-
starten i denne arbeidsmetodik-
ken star i kontrast til metodikken
der leerer starter leeringsokter ved
gjennomgang av fagstoff fer indi-
viduelt arbeid. Ved utforskende
oppstart ma eleven jobbe med a
forsta oppdraget og de matema-
tiske begrepene som blir brukt.
De skal ikke begynne a lase opp-
draget, men finne ut hva som er
ngdvendig informasjon og hente
opp forkunnskaper og reflektere
over om de har forstatt oppdra-
get. Denne «tenketiden» gjeres

forst individuelt og s& sammen
med sin laeringsvenn eller gruppe.

| delingsfasen etterpa sikrer
leereren en felles forstaelse av
oppdraget gjennom a lytte til
elevene, bekrefte eller korrigere.
Malet er & gi elevene trygghet i
at de har skjgnt hva de skal gjore
i dette oppdraget, samt at de vil
leere ord, begreper og metoder for
a forsta fremtidige oppdrag.

| neste fase utforsker og fore-
slar elevene pa sine laeringsgrup-
per hvilke strategier de kan bruke
for & lese oppdraget. De er fort-
satt i en fase hvor ikke oppdraget
skal lgses, men de skal diskutere
ulike fremgangsmater eller strate-
gier som kan benyttes. Delingsfa-
sen etterpa gir elevene mulighet
til & hente ideer fra hverandre. Her
er det sentralt at elevene argu-
menterer for og begrunner sine
strategier.

Fasen for a arbeide og utforske
videre er gjennomferingsfasen.
Her benytter elevene planlagte
strategier, reviderer sine planer
hvis de ser behov for det, og
prover & lgse problemet/opp-
draget. | denne fasen kan elevene
oppleve a sitte fast eller at det de
har tenkt fungerer. Det & oppleve
at man star fast kan oppleves som
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ubehagelig, men med trening blir
elevene komfortable med & téle
det og jobbe seg gjennom det.
| delingsfasen etterpa utfordres
elevene til & dele lgsningsmeto-
der og strategier, men de ma ogsa
argumentere for hvorfor.

| siste fase av denne utfor-
skende arbeidsmetoden vil elev-
ene kritisk vurdere gjennomfe-
ringsfasen og lasningene. Reflek-
sjoner rundt argumenter som er
benyttet, se etter regnefeil, utvide
lasningen til en bredere kontekst
ved hjelp av generalisering og
vurdere om lgsningsmetoden
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kan benyttes i flere tilfeller harer
til denne fasen. Siste delingsfase
blir en oppsummering av gkten
og hva elevene har leert. Laereren
ma bidra til at elevene ser sam-
menheng mellom ulike strategier
og lesninger som har kommet
fram.

Pa lokallagssamlingen var det
0gsa satt av god tid til & dele erfa-
ringer og ideer i lokallagsarbei-
det. Hvert lokallag fikk presentere
seg selv. De fortalte hvordan de
organiserer seg, hva de hadde
lyktes med, hva som ikke hadde
veert like stor suksess og hvilke

temakvelder de hadde arrangert
i det siste.

Det ble til slutt satt av tid
til idéemyldring for framtidige
lokallagskvelder, og her kom
det fram mange gode forslag.
Flere lokallag ensket & arran-
gere temakvelder der man pre-
senterte og arbeidet med utfor-
skende matematikk, slik vi ogsa
gjorde pa lokallagssamlingen.
Andre planla temakvelder med
matematikkvansker, undervei-
svurdering, tenkende klasserom
og beerekraftsmalene der LAMIS
har utarbeidet tverrfaglige under-
visningsopplegg.

Det var enighet om at helgen
hadde gitt faglig pafyll og ideer
til & ta med til bade klasserom og
lokallag. Det var en god blanding
av gode diskusjoner og refleksjo-
ner, gruppearbeid og aktiviteter.
Opplevelsen av & motes i et pro-
fesjonsfellesskap der vi i LAMIS
strekker oss faglig sammen er en
berikelse.
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Velkommen til Alesund og
sommerkonferanse 9.-11. august

v/ Sommerkonferansekomiteen

Endelig er vi klare, og har apnet
for pamelding til sommerens
moteplass for alle som er inter-
esserte i god matematikkunder-
visning i skole og barnehage.

| &r er det Sunnmare lokallag
og sentralstyret som arrangerer
LAMIS Sommerkonferanse. Arets
tema er «A tenne en gnist». Vikan
by pa et variert program som lofter
frem kunnskap og ideer om hvor-
dan man kan gi elevene mulighet
til & leere gjennom en utforskende
og lekende tilneerming. Vi har
hentet inn engasjerte og dyktige
krefter bade lokalt i Alesund og
fra andre steder i landet.

Konferansen holdes pa Qua-
lity Hotel Alesund som ligger
med nydelig sjoutsikt i sentrum
av byen. For at dere skal bli kjent
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med den vakre Jugendarkitek-
turen i byen var har vi lagt inn
et rebuslep fredag ettermiddag,
der vi kombinerer matematisk
problemlasning med byvandring.

| programmet for arets konfe-
ranse Vil du oppleve fem spen-
nende plenum som spenner fra
barnehage og smaéskole, helt
opp til videregaende. Vi er spesi-
elt glade for a enske velkommen
til foredrag med Andreas Holm-
strem som arbeider i viderega-
ende skole her i Alesund.

Love and Math i digitale flater -
Andreas Holmstrem

| digitale leeremidler og annen
matematisk programvare blir
matematikken ofte innkodet ut
ifra et formelt system, der alt
bygger péd logikk og formelle
definisjoner. | elevenes mote med
matematikken vil det logiske og

formelle bare vaere ett perspektiv
blant mange, og det er av avgjo-
rende betydning at disse andre
perspektivene ogsa far plass i
fremtidens leeremidler.

Ved 3 hente sentrale ideer fra
kognitive vitenskaper og mate-
matikkfilosofi kan vi trekke begre-
per som folelser, visuelle uttrykk,
bilder, metaforer og analogier inn
i klasserommet og inn i de digi-
tale flatene. Disse begrepene er
nekler til inspirasjon, dybdelaering
og matematisk helhetsforstaelse.

Andreas Holmstrem har dok-
torgrad i matematikk fra Univer-
sity of Cambridge og har arbei-
det som forsker i matematikk
og matematisk Al ved CERN,
Max Planck Institute og mange
europeiske universiteter. Han
underviser i dag i matematikk
ved Alesund Videregdende skole,
og er ogsa en del av teamet som
utvikler den nye matematikkplatt-
formen PeakMath.

| tillegg blir det plenum med
Holmboeprisvinneren 2024,
Mona Nicolaysen, Anne Gunn
Svorkmo og en debatt om Kunstig
Intelligens i skolen.

Pa konferansen har vi lagt opp
til 12 flotte verksteder fordelt pa
tre okter. Her presenterer vi et lite
utvalg, men gar du inn pa hjem-
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mesiden til LAMIS finner du infor-
masjon om alle verksteder. Vi er
stolte av & kunne presentere flere
nye og lokale verkstedsholdere.

FIRST Lego League og algorit-
misk tenkning - Kristine Rogne
og Rebecca Tergy

Malgruppe: mellomtrinnet

| den nye leereplanen vektleg-
ges det at elevene skal bli gode
problemlgsere gjennom a utfor-
ske matematikken og kommuni-
sere om den. Algoritmisk tenkning
fremheves som en viktig strategi
som kan bidra til utviklingen av
matematisk forstaelse. | arbeidet
med First Lego League (FLL) i
skolen har vi en unik mulighet
til & gi elevene lzeringserfaringer
og utfordringer som oppleves
som meningsfulle, ekte og enga-
sjerende. Gjennom programme-
ring av Lego SPIKE Prime kan vi
stotte opp under utviklingen av
ferdigheter som kreativitet, kritisk
tenkning, utholdenhet og utfors-
kning; essensielle egenskaper for
a handtere ukjente problemer.
Pa verkstedet skal deltakerne fa
gjennomfere oppgaver som kan
brukes til dette formalet.

Pa verkstedet blir det eksem-
pler pa hvordan skolen kan
bruke FLL som et tverrfaglig
prosjektarbeid, men ogsa for a
bygge et godt leeringsmilja i klas-
serommet. Verkstedsholderne vil
vise hvordan de legger opp til at
elevene skal bruke algoritmisk
tenkning til & lese prosjektet
med konkrete eksempler. De vil
si litt om konseptet og gjennom-
fering av FLL i klasserommet.
Etter hvert vil oppmerksomhe-
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ten rettes mot & bygge en robot
og programmere den til & lgse
ulike oppgaver. Hoveddelen av
verkstedet vil besta av & utforske
blokkprogrammering med Lego
SPIKE prime roboter. Her ser de
pa hvordan man kan organisere
dette i klasserommet og de for-
teller om sine erfaringer.

Fisk og fanteri - Cecilie Skare

isarmthb-""xu

Malgruppe: ungdomstrinn og
VGO (P-matematikk).

Velkommen til et praktisk verk-
sted der vi hgster fra naturen og
kombinerer det med matematikk.
Malet er at elevene skal oppleve
matematikken bade relevant og
meningsfylt. Aktiviteten gir ogsa
praktisk erfaring (bilder/knag-
ger) som kan brukes i undervis-
ningen nar man jobber teoretisk:
«Husker dere ...»

P& verkstedet bearbeides
dagens fangst fra fiskebaten -
bade fysisk og matematisk. @kten
tar utgangspunkt i praktisk arbeid
(sortering, veiing, filetering) og
viser hvordan dette kan flettes
inn store deler av pensum i faget

(som maling, omgjering, formler,
enheter, statistikk, prosentreg-
ning med vekstfaktor, beregning
av pris, regnskap, budsjett, funk-
sjoner, geometri, diskusjon og
argumentasjon). Vurdering av
elevene sin matematiske kompe-
tanse i slike praktiske akter blir en
viktig diskusjon..

Aktiviteten er et eksempel fra
1PY-Naturbruk, og opplegget kan
overfores til andre praktiske gjo-
remal der man hgster fra naturen
og lager ulike produkter, som for
eksempel ripsgele, eplemos eller
liknende.

Fra gnist til flamme - Lone
Neess og Gunnhild Huseba
Svendsen
Malgruppe: alle

Det a starte matematikktimen
med & fange oppmerksomheten,
tenne gnisten, er noe mange
tenker er viktig - men som kanskje
kan veere utfordrende a fa til. Pa
verkstedet vil vi ta utgangspunkt
i en metode som pa engelsk heter
«l think, | notice, | wonder.» Meto-
den tar utgangspunkt i bilder som
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vekker matematisk undring og
nysgjerrighet hos elevene. Nar
gnisten er tent, arbeider man
videre med matematikken som
finnes i bildet. Dette blir utgangs-
punkt for lzering forankret i elev-
ens egen undring. P& verkstedet
vil de presentere metoden og du
vil f& mulighet til & eve péa & finne
matematikken i bildene.
Verkstedet passer for alle,
ettersom det matematiske inn-
holdet kan tilpasses den alders-
gruppen man underviser.

Pa sommerkonferansen vil du
ogsa mote verkstedsholdere som
mange kjenner godt, men som
bringer inn nye og viktige tema
pa konferansen. Et eksempel er
Camilla fra Matematikksenteret.

Utforskende matematikkunder-

visning i flerspraklige klasserom
- Camilla N. Justnes

Malgruppe: smatrinn og mel-
lomtrinn, samt andre som er
interessert i flerspraklighet og
matematikk.
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Hvordan kan vi designe mate-
matikkundervisningen slik at
flerspréklige elevers spréaklige
og kulturelle verktoykasse blir
en ressurs for alle elevene i mate-
matikkundervisningen?  Hvilke
muligheter bringer flerspraklige
elever med seg inn i matema-
tikklasserommet? Globalisering
og migrasjon gir et gkende antall
flerspraklige elever i norske klas-
serom. Til tross for at prinsipper
for god matematikkundervisning
ogsa gjelder disse elevene, foler
likevel mange leerere at de man-
gler eksplisitte strategier for a
legge til rette for gode lzeringsmu-
ligheter for denne elevgruppen.

Pa dette verkstedet kan du fa
ideer og inspirasjon, og prove
ut noen strategier som skaper
flere muligheter for flerspraklige
elevers deltakelse i utforsking i
matematikk. Forskning viser at
noen strategier laerere kan bruke
for a stotte flerspraklige elever
bidrar til & redusere de kogni-
tive kravene i matematikkopp-
gaver og aktiviteter. Vi vil derfor

i dette verkstedet blant annet
se pa strategier som kulturelt
relevante kontekster og bruk av
visuelle representasjoner. Vi vil
sammen analysere og utvikle
noen matematikkoppgaver slik at
de fasiliterer flerspraklige elevers
deltakelse i matematikk. Ved & se
pa nzermere pa betydningen av
flerspraklige elevers kulturelle
og spraklige verktaykasse, kan vi
lage et leeringsmiljo som stotter
alle elevers leering i matematikk.
Verkstedet baserer seg pa erfa-
ringer og utprgvinger fra under-
visning i barneskoler med stor
andel flerspraklige elever, samt
forskning og materiell utviklet av
National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM).

Pamelding er apnet pa hjem-
mesiden var lamis.no. Her finner
du hele programmet med infor-
masjon om alle verksteder og
plenum, i tillegg til all praktisk
informasjon.

Meld deg pa og du kan glede
deg til en sosial, inspirerende og
lzererik helg i Alesund.

Velkommen!
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Lokallag i @stfold - Utforskende mate-
matikkdidaktikk pa vertikale tavler

v/ Monica Nordbakke og Victoria Sandberg-Kristoffersen

Vi i LAMIS @stfold mater stadig
spersmal knyttet til hvordan
underveisvurdering kan integre-
res som en aktiv del av matema-
tikkundervisningen. Hvordan ser
slik undervisning ut? Hvordan kan
man fa til en underveisvurdering
som fremmer leering i matematikk,
slik leereplanen er sa tydelig pa?

| LAMIS @stfold stilte vi oss
spersmalet om vi kunne tilby et
evingsrom for underveisvurdering,
der erfarne og kommende mate-
matikkleerere kunne fa ove seg
sammen. For vi ruller ut et tilbud,
for flere grunnskoler i @stfold,
onsket vi a gjennomfare en testpi-
lot. Tema for arets forste lokallags-
kveld ble derfor modellering av
underveisvurdering i et tenkende
klasserom pa vertikale tavler. Et
viktig premiss var at deltakerne
skulle fa rikelig med anledning til
a utforske og reflektere, sammen
med erfarne matematikkleerere og
matematikkleererutdannere. Pilo-
ten traff tydelig et behov.

Hva er underveisvurdering?

Det siste tiaret har norske mate-
matikkleerere gradvis gatt mer
over til utforskende matema-
tikkundervisning (Kaufmann og
Ryve, 2022, s. 29). | utforskende
matematikkoppleering leter elev-
ene etter menstre, finner sam-
menhenger og diskuterer seg frem
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til felles forstaelse, under ledelse
av matematikkleereren. Denne
typen matematikkundervisning
utfordrer tradisjonelle mater a
praktisere vurdering pa. Undervei-
svurdering er derfor naturlig nok
en utfordring, som bade framti-
dige og erfarne matematikkleerere
onsker & oppdatere seg pa og fa
mer praktisk erfaring med. End-
ringen er ofte mer krevende enn
mange forestiller seg.
Black og Wiliams (2009)
beskriver underveisvurdering
som bestaende av tre prinsipper,
nemlig a fastsla
- hvor elevene befinner seg i
leeringsprosessen

- hvorelevene skal i leeringspro-
sessen

- hvordan elevene skal komme
seg dit

| tillegg skal underveisvurde-
ring fremme leering og bidra til
leerelyst i trad med oppleerings-
lovens formal (Forskrift til opplee-
ringsloven, 2020, § 3-3).

De siste 20 &rene med vurde-
ringspraksis blir beskrevet som
en informasjonsstrem som gar
fra leerer til elev (Liljedahl, 2023,
s.235). Den formative vurderingen
i det tenkende klasserommet skal
imidlertid bidra til & hjelpe eleven
med & forstd hvor de er, og hvor
de er pa vei (s. 252).

Utpreving pa vertikale tavler

For at studenter skal kunne legge
til rette for gode vurderingspraksi-
ser i framtidig matematikkunder-
visning, ma de selv fa erfare hvor-
dan dette fungerer. Vi modellerte
derfor en gkt med utgangspunkt

Bilde 1: Introduksjon til gkt om underveisvurdering knyttet til arbeid pa

vertikale tavler.
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i en utforskende oppgave. Arbei-
det med a finne lasninger skulle
forega pa vertikale tavler, slik som
i Liljiedahls tenkende klasserom
(Liliedahl, 2023). Studentene ble
delt inn i tilfeldige treergrupper,
plassert gruppevis ved hver sin
tavle og fikk utdelt én tus;j.

Oppgaven de skulle samar-
beide om var hentet fra Tangen-
ten nr. 4 fra i hest, kalt Deilige dis-
seksjoner (Naylor, 2023) og hadde
felgende ordlyd:

Fem venner skal dele en kva-
dratisk bursdagskake. Kaken er
frostet pa toppen og pa alle fire
sider. Vennene vil at alle far like
mye kake og like mye frosting.
Hvordan kan kaken deles?

Dette er en sakalt LIST-oppgave
og har derfor en lav inngangster-
skel og er samtidig rik pa faglige
utfordringer (Matematikksenteret,
2024, 16. februar). Oppgaven kan
knyttes til leereplanen pa bade 5.,
6. og 7. trinn (Kunnskapsloftet,
2019). Etter kompetansemalene
finner vi beskrivelse av undervei-
svurderingens fokus og hensikt,
og en av disse tekstene ble delt
ut til studentene. Et utdrag av
denne lyder slik: Elevene viser og
utvikler kompetanse i faget nar
de utforsker og reflekterer over
matematiske ~ sammenhenger,
benytter matematiske begreper i
kommunikasjonen og bruker ulike
representasjoner og problemlg-
singsstrategier. Elevene viser og
utvikler ogsa kompetanse nar de
bruker kunnskap og ferdigheter
til & formulere og lgse problemer
som er knyttet til praktiske situa-
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Bilde 2: Gruppe 1

sjoner i hverdagen og i samfun-
net. Videre viser og utvikler de
kompetanse i matematikk nar de
resonnerer over og argumenterer
for matematiske sammenhenger
(Kunnskapsleftet, 2019).
Studentene gikk i gang med
heoyt engasjement. De snakket
sammen og forsgkte flere fram-
gangsmater samtidig som de
fikk stette i bruk av presise mate-
matiske begreper. Dette kjenner
vi igjen fra ordlyden i muntlige
ferdigheter der utviklingen av
muntlige ferdigheter i matema-
tikk gar fra a bruke hverdagssprak
til gradvis & bruke et mer presist

matematisk sprak (Kunnskapslaf-
tet, 2019). Undervisningssituasjo-
nen apner for gode muligheter for
underveisvurdering.

Gruppe 1 (se bilde 2) valgte
a dele opp bade kantene og det
indre omradet av kaka. De viser
flere  representasjoner, bade
visualiseringer og symboler som
nummerering og brgk i mulige
framgangsmater. Det kom tydelig
frem i studentenes kommunika-
sjon hvordan deres kompetanse
utviklet seg gjennom resonne-
menter og bruken av ulike repre-
sentasjoner, som apnet opp for
gode veiledningssituasjoner rundt

Bilde 3: Gruppe 2.
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Bilde 4: Gruppe 3.

underveisvurdering.

Gruppe 2 (se bilde 3) forsgkte
a brette ut omkretsen av kaka, for
pa denne maten a fordele denne
rettferdig. De tegnet kaka og satte
pa fiktive mal, for & bruke disse i
beregninger. Studentene viste og
utviklet sin kompetanse, gjennom
sine resonnementer og argumen-
tasjon for de matematiske sam-
menhengene. Deres tenkning og
kompetanse kom tydelig frem, og
muliggjorde viktige refleksjoner
og underveisvurdering.

Gruppe 3 (se bilde 4) sa pa
flere alternative inndelinger, bade
gjennom inndeling av kanter og
det indre omradet. De forsokte a
sette konkrete mal for sidekantene
i den geometriske figuren. Bade
det a visualisere framgangsma-
tene og prove seg fram er viktige
problemslasingsstrategier, som
denne gruppa fikk vist og utviklet
gjennom sine refleksjoner.
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Leering av hverandre

| et tenkende klasserom er det et
prinsipp at elevene leerer av hver-
andre. Det gjelder & mobilisere
kunnskapen som allerede finnes
i rommet (Liljedahl, 2023, s. 151).
Etter en stund med egen utfor-
sking la vi derfor opp til en klasse-
romsvandring, en sakalt «gallery
walk», der de studerte hverandres
tavler. Her ble det god mulighet
for enkeltgrupper til & sette seg
inn i de andre gruppenes strate-
gier. Slike klasseromsvandringer
har til hensikt & bringe flere ideer
sammen, og inspirere og mobi-
lisere kunnskapen som finnes i
fellesskapet i den videre utfors-
kningen.

Verktoy for a tilrettelegge for
utforskende arbeid

Det finnes mange ulike verktoy
som egner seg for planlegging
og gjennomfgring av utforskende

Bilde 5: Deling av hverandres fremgangsmater.
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undervisning, ndr man skal ta
utgangspunkt i elevenes tenkning
og refleksjoner.

| leeringseokta med studentene
benyttet vi De fem praksiser
(Smith og Stein, 2018), som kon-
sentrerer seg om fem konkrete
praksiser (oversatt og tilpasset
fra Smith & Stein, 2018; Waege,
2019):

Forventning til hvilke stra-
tegier elevene kommer til a
benytte seg av

- Observasjon av elevenes
responser mens de jobber

- Prioritering av hvilke lgsnings-
forslag som skal diskuteres i
helklassesamtale

- Prioritering av hvilken rekke-
felge pa lasningsforslagene

- Eksplisitt studere sammen-
henger mellom
strategier og forslag opp mot
den matematiske ideen som
utforskes

elevenes

En enklere tilnaerming, som er
utarbeidet av LAMIS, viser hvor-
dan hele prosessen med utfor-
skende arbeidsmater kan gjen-
nomferes med elever. Forklarin-
ger av hvordan man tar verktoyet
i bruk finnes pa lamis.no.

Utbytte i et tenkende klasserom

Formalet med leeringsokta var at
studentene skulle fa rikelig anled-
ning til & utforske og reflektere
med hverandre, rundt hvordan
underveisvurdering kan integreres
som del av matematikkundervis-
ningen. Underveis fikk studentene
mulighet til bade & innta lzerer-
perspektivet og elevperspektivet,
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Bilde 6: Utforskingsplakaten til LAMIS.

som viste seg i nyttige og leererike
refleksjoner.

Studentenes didaktiske reflek-
sjoner dreide seg i hovedsak
rundt tema som tilfeldige grupper,
LIST-oppgaver, elevenes uthol-
denhet og forankring til lzerepla-
nen, bade til overordnet del og
til selve matematikkplanen med
bade kjerneelementer og under-
veisvurdering.

Umiddelbare ~ kommentarer
fra studentene var at LIST-opp-
gaven var kognitivt krevende.
Andre fulgte opp med at det nett-
opp derfor var fint at de arbeidet
i grupper, slik at de kunne dra
veksler pa hverandres ressur-
ser og kunnskaper og bygge pa
hverandres forslag. Det ble ogsa
nevnt ord som «gey>» og falelsen
a veere en «del av et lag som drar
i samme retning».

Veien videre

ringen og den konkrete gkta som
leererik. Vart inntrykk var at det
a leere gjennom & gjere og delta
i refleksjoner og diskusjoner av
denne typen, i et gvingsrom, har
tydelige gevinster og lzeringsef-
fekter. Det virker & veere et behov i
skolene for a utforske tema under-
veisvurdering naermere, sammen
med kollegaer i sitt eget profe-
sjonsfelleskap.

Etter den positive responsen
og de gode tilbakemeldingene har
lokallagsstyret i @stfold justert og
utformet et tilbud til grunnskoler i
@stfold med mal om 4 rigge til to
eller tre lokallagssamlinger i 2024.
Var tanke er at LAMIS kommer til
en skole nzer deg og reiser ut til
profesjonsfelleskapene.  Tema
er underveisvurdering, vertikale
tavler, refleksjon og kollektiv
leering for matematikkleerere.

Referanser

Lokallagssamlingen traff tydelig
et behov hos studentene, som
uttrykte at de opplevde modelle-
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Lasning pa UngeAbel-oppgaven
| Tangenten 01/2024

v/Marianne Maugesten, leder av jury

Attesifrede tall (semifinalen 2022)

Det kan veere greit a innfare noen variabler (a, b og c), og oversette betingelsene slik:

i) 34.a=216,dvsa=216/12 = 18. Aktuelt sifferprodukt her er 2:9 (i passende rekkefalge).
i) 59:b =270, dvs b =270/45 = 6. Aktuelt sifferprodukt her er 2:3 (i passende rekkefelge).

iii) 6:4:c = 1344, dvs c = 1344/24 = 56. Aktuelt sifferprodukt her er 7:8 (i passende rekkefalge).

Kravene i) og ii) gir sammen at én av siffersekvensene 53294 eller 49235 ma innga.
Krav iii) gir at én av siffersekvensene 4786 eller 4876 eller 6784 eller 6874 ma innga. Samlet gir dette
dermed fire mulige lasninger:

s3l2[74 3]s /c
si3l2]7 % 8]7]c
cl7l8] 4 a2 3s
¢/ 33 4.2 35
UngeAbel-oppgave

v/Marianne Maugesten, leder av jury

Tallene 1 - 9 (fra finale 2022)

Dere skal plassere tallene 1-9 i de ni rutene i diagrammet. Krav til

lesningene:

- tonabotall (feks. 3 og 4) kan ikke sta i ruter som har en felles side
eller et felles hjorne

- ingen tall kan sta i den samme ruten pa de ulike lgsningene

Finn s& mange lgsninger som mulig.
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T‘ MA Vil du bidra til a8 forme fremtiden
l for undervisning i matematikk

og teater?

Theatre In Mathe:

Hogskulen pa Vestlandet, i
samarbeid med LAMIS, inviterer
leerere, dramapedagoger, og
andre med relevant bakgrunn

til & bli instrukterer i vart Tea-
ter-i-Matematikk (TIM) prosjekt.
Dette Erasmus+ initiativet, som
involverer ltalia, Norge, Por-
tugal, og Hellas, sikter mot &
integrere matematikk og drama
gjennom et tverrfaglig sam-
arbeid for & skape innovative
undervisningsmetoder. Les mer
om prosjektet: https://www.
theatreinmath.eu/no/

Som del av teamet far du:

Oppleering i prosjektets metoder pa Lésvos, Hellas, 1.-7. oktober 2024, med alle utgifter dekket (unntatt
lgnn). Mulighet til & bli del av et kreativt internasjonalt nettverk og motta veiledning fra eksperter innen
bade drama og matematikk.

Vi ser etter deg som:

- er entusiastisk over a integrere drama i matematikkundervisningen
- har erfaring med eller interesse for matematikk som fag
- har gnske om og tid til & lzere nye metoder og formidle det til andre

Som instrukter vil du med tett oppfelging av fagpersoner fra drama og matematikk ved HVL lzere opp andre
leerere i prosjektets metoder.

Bli med oss for & utforske og formidle nye veier i undervisningen!

Skriv en kort sgknad, der du presenterer deg selv og begrunner hvorfor du ensker a bli var instrukter.
Soknad sendes pa mail til prosjektleder Mona Resseland: Mona.Rosseland@hvl.no innen 30. mai.
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