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Slabikowska

Ris, volum og haydebegrep

«Hva i all verden har ris med volum a gjore?»,
«Hva er egentlig hoyden i en kjegle?», og «Hvor-
for er volumet av en kjegle akkurat en tredjedel
av volumet til en sylinder med samme grunnflate
og hoyde?» Slike spersmal danner utgangspunk-
tet for undervisningsopplegget som jeg underse-
ker i denne artikkelen.

Det matematiske fokuset i eksperimentet er a
underseoke sammenhengen mellom volumform-
lene og i en praktisk kontekst. Arbeidsmaten
bygger pé utforskende matematikkundervisning
(Artigue & Blomhgj, 2013), der elevene utvikler
forstaelse gjennom eksperimentering, refleksjon
og begrunnelse.

I undervisningsopplegget ble elevene bedt
om & 1) konstruere papirmodeller av en sylinder
og en kjegle med likt grunnflateareal og samme
heyde, 2) undersgke volumet ved hjelp av papir-
modellene, ris og maleutstyr, sammenlikne hvor
mye ris de rommer, og notere resultatene, og 3)
bruke resultatene til & sammenlikne volumene
og formulere en generell regel for alle sylindere
og kjegler med likt grunnflateareal og samme
hoyde. Malet med opplegget var at elevene gjen-
nom egne erfaringer, samarbeid og refleksjon
skal utvikle en begrepsmessig forstaelse av sam-
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menhengen mellom volumet av en sylinder og
en kjegle. Den formelle matematiske utlednin-
gen av volumformlene, basert pa geometriske
argumenter og grenseprosesser, presenteres i en
annen artikkel: «Hvorfor en tredjedel? - Volum
av kjegle ved hjelp av grenseverdier» av Kirfel
mfl. (2026). I denne artikkelen rettes oppmerk-
somheten mot elevenes utforsking og utvikling
av begrepsforstaelse.

Figur 1: Gruppe 2.

Volumutforskingen ga i stor grad de resulta-
tene jeg pa forhand hadde forventet: Gjennom
eksperimentene erfarte elevene at tre kjegler med
samme grunnflate og heyde som sylinderen fylte
sylinderen, noe som ga et konkret grunnlag for
a begrunne volumformelen for kjeglen. Det vil si
at elevene erfarte at forholdet mellom volumene
er 1:3. Samtidig avdekket konstruksjonsfasen
en uventet utfordring. Flere elever strevde med
a identifisere og begrunne hva som menes med
hoyden i en kjegle. Denne observasjonen forte til
at hoydebegrepet fikk en mer sentral plass enn
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opprinnelig planlagt. I denne artikkelen under-
soker jeg hvordan den praktiske volumutforskin-
gen bade kan bidra til 4 begrunne sammenhen-
gen mellom volumformlene og synliggjere elev-
enes utvikling av heydebegrepet.

I eksperimentet arbeidet elevene med flere
ulike representasjoner av volum. De startet med a
tegne og konstruere papirmodeller av en sylinder
og en kjegle med samme grunnflate og hoyde.
Deretter undersokte de volumforholdet ved a
tylle papirmodellene med ukokt ris og sammen-
liknet hvor mange kjegler som trengs for 4 fylle
én sylinder. Erfaringene fra de konkrete malin-
gene dannet grunnlag for samtaler og refleksjo-
ner om sammenhengen mellom figurene, for de
ble knyttet til de symbolske volumformlene. Pa
denne maten utviklet elevene forstaelsen grad-
vis fra konkrete erfaringer via visuelle og fysiske
representasjoner til algebraiske uttrykk, der
volumformlene framstar som generaliseringer
av erfarte sammenhenger snarere enn losrevne
prosedyrer.

Denne bevegelsen mellom representasjoner
kan sees ilys av teori fra Duval (2006) om repre-
sentasjoner. Duval beskriver matematisk forsta-
else som avhengig av at elever kan arbeide med og
bevege seg mellom ulike representasjonsformer,
der hver representasjon synliggjer ulike sider
ved det matematiske innholdet. I dette eksperi-
mentet blir samspillet mellom tegninger, fysiske
modeller, malinger med ris og symbolske uttrykk
sentralt for elevenes utvikling av begrepsforsta-
else. Gjennom utforsking, sammenlikning og
samtale kan elevene utvikle et erfaringsgrunnlag
som gjor det mulig a formulere og begrunne den
generelle ssammenhengen mellom volumet av en
sylinder og en kjegle. Dette illustreres i eksem-
plene som presenteres under.

Gruppe 1: Elevene tegnet tre like sirkler med
passer, mélte radius, klippet dem ut og beregnet
ombkretsen. Med utgangspunkt i omkretsen kon-
struerte de et rektangel som ble teipet sammen
med en sirkel til en sylinder uten toppflate. Etter
flere mislykkede forsgk pé & forme en kjegle ved
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a vri et rektanguleert papir konstruerte de den
uavhengig av sylinderen. Hoyden til kjeglen ble
malt med to linjaler plassert vinkelrett pa hver-
andre. Denne hgyden ble brukt som bredde i et
nytt rektangel med lengde lik sirkelens omkrets
og rullet sammen til en sylinder som dermed
burde ha samme hoyde som kjeglen. Da figurene
ble sammenliknet, var hoydene ulike. Dette ble
forklart med maleneyaktighet og justert ved a
klippe sylinderen til samme hoyde.

Figur 2: Gruppe 1.

Gruppe 2: Elevene tegnet og klippet ut en
sirkel, klippet langs radiusen og brettet den til
en kjegle uten grunnflate. Kjeglen ble brukt som
mal for a lage to nye sirkler, som fungerte som
grunnflate for kjeglen og som topp- og grunn-
flate for sylinderen. Hoyden pa kjeglen ble malt
med to linjaler plassert vinkelrett pa hverandre
og brukt som side i et rektangel, der den andre
siden ble anslatt slik at det kunne rulles rundt sir-
klene. Etter justering og avkorting konstruerte de
en sylinder uten toppflate. Da figurene ble sam-
menliknet, hadde de samme hoyde.

Gruppe 3: Elevene rullet ett papirstykke til
en sylinder og ett til en kjegle, og justerte for-
mene gjennom preving og feiling for & fa like
store grunnflater. Selv om grunnflatene ble like,
fikk figurene ulik heyde. De forsekte derfor a
sammenlikne den skra sidekanten pa kjeglen
med sylinderens heyde, men oppdaget at disse
ikke samsvarte, og erkjente at sidekanten ikke
er det samme som heyden i en kjegle. Til slutt
konstruerte de kjeglen pa nytt ved a klippe bort
overskytende papir slik at figurene fikk samme
heyde og grunnflate.
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Figur 3: Gruppe 3.

Gruppe 4: Elevene rullet forst et rektangulert
papirstykke til en kjegle og malte sidekanten for
overskytende papir ble klippet bort. De malte
ogsa grunnflaten, tegnet to tilsvarende sirkler
med passer og klippet dem ut. Deretter konstru-
erte de et rektangel med bredde lik sidekanten
og tilpasset lengden til sirklene, for det som ikke
passet, ble klippet bort. Underveis oppdaget de
at begge sidene av rektangelet matte justeres:
Sidekanten var lengre enn den felles hgyden, og
den andre siden matte svare til sirkelens omkrets.
Etter proving og feiling konstruerte de til slutt
en kjegle og en sylinder med samme hoyde og
grunnflate.

Figur 4: Gruppe 4.

Observasjonene fra trinn 1 viser at elevene
var aktive i modellbyggingen. Samtidig viste
det seg at noen elever hadde utfordringer med
a identifisere og forsta hoyden i kjeglen. Flere
grupper matte justere modellene for de oppnadde
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samme hoyde, og det praktiske arbeidet bidro til
a konkretisere hva hoyde innebeerer i romfigurer.
Samtidig ga elevenes ulike tilneerminger laereren
okt innsikt i hvordan de forsto og resonnerte
om heoydebegrepet. Elevenes eksisterende fore-
stillinger ble utfordret gjennom erfaringer som
ikke stemmer med det de forventer. Det ble en
kognitiv konflikt (Susilawati mfl., 2017) der elev-
ene gjennom preving og feiling kunne utvikle en
gradvis mer presis forstaelse. Dette bidro videre
til & justere undervisningen senere der leereren
tok utgangspunkt i elevenes forestillinger om
hoydebegrepet.

I trinn 2 virket arbeidet med papirmodeller,
ris og maleutstyr & veere motiverende for elevene.
Dette kom til uttrykk gjennom et hoyt aktivi-
tetsniva, engasjement i oppgaven og ved at grup-
pene i stor grad holdt oppmerksomheten rettet
mot utforskingen. Elevene samarbeidet om 4 fylle
papirmodellene, diskuterte maleresultatene og
gjorde justeringer nar de oppdaget uneyaktig-
heter, uten at leereren i serlig grad matte styre
arbeidsprosessen. De fleste gruppene fulgte
instruksjonene, registrerte resultatene systema-
tisk og deltok aktivt i samtaler om hva malin-
gene kunne fortelle om sammenhengen mellom
volumene. Observasjonene tyder dermed pa at de
praktiske aktivitetene bidro til bade engasjement
og faglige diskusjoner. Dette samsvarer med
malet satt for undervisningsopplegget, som var
at elevene gjennom egne erfaringer, samarbeid
og refleksjon skulle utvikle en begrepsmessig
forstaelse av sammenhengen mellom volumet av
en sylinder og en kjegle. Samtidig kan gjennom-
foringen av opplegget ogsa sees som utforskende
matematikkundervisning slik den beskrives av
Artigue og Blomhgj (2013), der elever kan utvikle
matematisk forstéelse gijennom utforsking, sam-
arbeid og refleksjon.

I trinn 3 videreforte flere grupper refleksjo-
nene fra trinn 2 ved & bygge videre pa erfaringene
fra malingene. De brukte kjeglen som maleenhet
og fylte sylinderen gjentatte ganger med ris fra
kjeglen. Gjennom denne systematiske utprevin-
gen observerte alle gruppene at det var nedven-
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P
Figur 5: Trinn 2 og trinn 3.

o

dig med tre fulle kjegler for & fylle én sylinder
med samme grunnflate og hoyde. Resultatet ble
kontrollert ved at en gjentok malingene og sam-
menliknet observasjonene innad i gruppene.
Pa bakgrunn av disse erfaringene formulerte
elevene en generell regel om at volumet av en
kjegle er en tredjedel av volumet til en sylinder
med samme grunnflate og heyde. Overgangen
fra konkrete mélinger til en generell regel viser
hvordan elevene kan utvikle en matematisk gene-
ralisering med utgangspunkt i egne observasjo-
ner og begrunnelser, framfor a ta volumformelen
som et gitt utgangspunkt.

I den avsluttende plenumsoppsummeringen
tok leereren utgangspunkt i elevenes egne obser-
vasjoner og samlet erfaringene fra gruppene i en
felles diskusjon. Resultatene fra malingene ble
sammenliknet, og elevene begrunnet at en sylin-
der rommer neyaktig tre kjegler nar figurene har
samme grunnflate og heyde. Med utgangspunkt
i disse erfaringene introduserte leereren volum-
formlene for sylinder og kjegle og viste hvordan
den observerte sammenhengen kunne uttryk-
kes algebraisk. Dermed ble volumformlene pre-
sentert som en generalisering av elevenes egne
undersekelser, snarere enn som regler som skulle
leeres utenat. Plenumsoppsummeringen bidro
til & knytte de konkrete erfaringene fra eksperi-
mentet til et mer generelt matematisk sprak og ga
elevene et grunnlag for & kunne se sammenhen-
gen mellom praktiske undersekelser, geometriske
resonnementer og symbolske uttrykk.

Undervisningsopplegget gir et svar pa spors-
malene som innledet artikkelen. Risen fungerte
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som et konkret redskap som gjorde det mulig for
elevene & utforske og begrunne volumforholdet
mellom sylinder og kjegle. Samtidig illustrerer
eksperimentet hvordan enkle, praktiske akti-
viteter kan gjere matematiske sammenhenger
synlige og gi et grunnlag for a utvikle algebra-
iske generaliseringer. Imidlertid viste det seg
at det mest sentrale didaktiske funnet ikke var
selve volumutforskingen, men elevenes arbeid
med hoydebegrepet. Selv om volumforholdet ble
etablert gjennom de praktiske undersokelsene,
avdekket konstruksjonen av papirmodellene
at forstaelsen av heyden i en kjegle krevde mer
utforsking, refleksjon og faglig statte. At elevene
konstruerte modellene selv, i stedet for & bruke
ferdige modeller som malebegre, gjorde deres
tenkning og forstaelse synlig. For lereren gir
slike aktiviteter verdifull innsikt i elevenes tenk-
ning og forstaelse, noe som kan danne grunnlag
for & tilpasse den videre undervisningen og rette
oppmerksomheten mot begreper som trenger
ytterligere bearbeiding. Eksperimentet illustre-
rer dermed hvordan utforskende undervisning
bade kan stotte elevenes begrepsutvikling og gi
lereren et grunnlag for & videreutvikle under-
visningen.
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